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Apesar dos avanços na t.ecnologia comput.acional 
não é prát.ico em análise de ediricações lat.eralment.e 
carregadas discret.izar as lajes por meio de element.os 
rinit.os. Por essa razão surge a idéia de se considerar 
raixas de lajes que t.rabalhem como element.os de viga. 
e: recomendado pelas normas Cl,21 que o valor da 
largura eret.iva de laje seja igual à dist.ància t.ransversal 
ent.re as colunas, denominada por muitos pesquisadores 
"largura int.eira de painel". Mas, apesar da simplicidade 
para derinir, obter e ut.ilizá-la, não há razões para que 
se adote uma largura eret.iva constant.e independent.ement.e 
de paràmet.ros por demais import.ant.es como as dimensões de 
coluna, relação entre as dimensões das lajes, etc. 
Baseando-se na prát.ica, muit.os calculist.as con-
sideram somente uma parte da largura tot.al da laje para 
derinir o elemento de viga. 
largura com maior preci sã'.o, 
propost.os [3,4,5,6,71. 






O obj et.i vo desse t.r aba! ho é j ust.ament.e esse 
determinar larguras eretivas de lajes por meio do mét.odo 
dos element.os rinit.os, comparando-as com valores obt.idos 
em out.ras met.odologias apresent.adas na lit.erat.ura. e: de 
a 
interesse particular o estudo de lajes em pavimentos sem 
vigamento para prédios lateralmente carregados, pois o 
caso de lajes com vigamento já é bastante explorado. 
No capitulo II, a exposição se prende aos 
métodos apresentados por KHAN e SBAROUNIS [3], e FRASER 
[4]. No primeiro trabalho, os autores utilizam elementos 
de vigas que se interceptam e, no segundo, malhas de 
elementos t'ini tos. Em ambos, os resultados t'oram 
comparados com modelos experimentais. 
O capitulo III expele os métodos que utilizaram 
análise de Levy CTIMOSHENKO e WOINOWSKY-KRIEGER CBJ) 
PECKNOLD C 9l ; ALLEN e DARVALL C 6l ; WONG e COULL C7l. No 
conjunto, todos os métodos estudados ot'ereceram subsidies 
para que se chegasse a um bom termo de comparação. 
No capitulo IV, a análise por elementos t'initos 
leva à obtenção de valores para larguras et'etivas em 
prédios lateralmente carregados através da aplicação de um 
momento unitário na coluna circundada por uma região de 
laje, considerando-se condiçeíes de contorno adequadas. 
Através da análise desses resultados e o estudo 
dos métodos anteriormente citados, chega-se ao capitulo V, 
onde são expostas as concluseíes e, ainda, sugestaes para 
t.rabalhos posteriores ligados ao assunto. Além disso, o 
capitulo V ressalta não só a importância, mas também, a 
utilidade que os resultados obtidos no presente trabalho 
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~rarã'.o para os escritórios de projetos. 
I.1 - Tipos de Lajes 
As lajes de concreto armado têm sido aplicadas 
de diversas formas no decorrer da história. Algumas 
derivaram de antigos pavimentos de madeira, apoiadas em 
barras de aço, ferro ou mesmo, madeira. Outras foram 
simplesmente criadas de acordo com a necessidade e nã'.o se 
basearam em nenhum modelo jã existente, para que fossem 
melhor aproveitadas as propriedades do aço e do concreto. 
A mudança que se processa na utilização das 
lajes é fruto de uma série de fatores, ~ais como economia 
e desenvolvimento dos métodos de construção, exigências no 
projeto de arquitetura e tipos de solicitaçeses de carga. 
Entre out.ros. esses fatores certamente conti nuarã'.o 
contribuindo para a modificação nos ~ipos de lajes a serem 
construidas. 
Basicamente as lajes podem ser divididas em dois 
grandes grupos. A saber : apoiadas sobre vigas localizadas 
em todos os lados de cada painel e lajes sem vigamento. 
Estas, por sua vez, podem possuir vigas nos bordos do 
pavimento da estrutura e em volta de grandes aber~uras, 
como as de elevador e escada. 
Denominadas como lajes "cogumelos" ou "fungi -
f'ormes", em português, as lajes sem vigamento podem ter 
ou nã'.o ábacos ou capitéis, conforme as figuras I.1 e I.2. 
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Simplificação da laje da figura I.2, seria a laje somente 
com ábaco ou somente com capitel, como mostram as figuras 
I.3 e I.4. respectivamente. 
Fig. l. l - Laje cogumelo sem ábaco 
ou capitel. 
Fig. l.3 - Laje cogumelo com ábacos. 
Fig.1.2 - Laje cogumelo com Óbocos 
e capitéis. 
Fig. 1.4 - Laje cogumelo com capitéis. 
As figuras I.5 e I.6 apresentam lajes apoiadas 
em vigas, comumente denominadas de lajes armadas em uma ou 
duas direç5es, conforme a razão entre os lados da mesma. 
Quando esta razão for maior do que 2 ou inferior a 0,5, a 
laje é considerada armada em uma direção (figura I.5); 
quando estiver situada no intervalo de 0,5 a 2, a laje 
será considerada armada em duas direç5es (figura I.6). 
A laje nervurada, estrutura mostrada na figura 
I.7, é formada por uma série de vigas que se interceptam 
1 oca! i zadas em distâncias pequenas em rel açã'.o ao vã'.o da 
laje. Essas vigas servem de apoio para uma laje fina. A 
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laje nervurada é uma estrutura geralmente usada quando se 
se necessita de vil:os relativamente grandes. 
COLUNA 
Fig. I.5 - Laje armada em 
uma direção ( planta) 
Fig. I.6 - Laje armada em 
duas direções. 
As f"i gur as I . 7 e I . 8 mostram duas combinações 
possiveis de lajes nervuradas. As regiões maciças próximas 
às colunas no arranjo da f"igura I. 7, podem ser 
consideradas como ábacos ou capitéis, uma vez que combatem 
o esf"orço cortante e f"ornecem uma área extra em regic5es 
de tensões altas devido aos momentos negativos nos topos 
dos pilares. As regiões maciças da f"igura I. 8, ao longo 
das linhas das colunas, podem ser consideradas por 
analogia como vigas, desde que sil:o áreas de rigidez à 
f" 1 exll'.o. 
Além das lajes em concreto armado existem as 
lajes em concreto pretendido (lajes maciças, em sua 
maioria de espessura constante, sem capitéis 
ou ábacos, sem vigas excet..o., às vezes .. nos 
bordos e que devido à protensil:o aplicada, podem 
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vencer grandes vãos, muito maiores do que aqueles vencidos 
por lajes de concreto armado), etc. 
LJLJLJLJLJLJL _JLJ LJLJ LJL 
DDDDDD[ JDDD O[ 
D DO[ JDDD D[ 
D 
~Coluna 
DO[ 1±)...-:z-- Coluna 
D DO[ JDDD D[ 
1111111111111 ,nnn ní 
Fig. I. 7 - Laje nervura da Fig. I. 8 - Laje nervurada 
( com ábacos) (com vigas nas linhas das colunas) 
I.2 - Escolha do Tipo de Lajes 
Sem menosprezar a importância de f'atores como 
economia, vãos a serem vencidos, f'uncionalidade e resis-
tênci a, a escolha da utilização de ábacos ou capitéis, 
para lajes sem vigamento, é geralmente um problema de 
carga e vão. Quando não há. a presença desses elementos, a 
resistência da laje é geralmente uma f'unção do esf'orço 
cortante nas colunas. Segundo PARK e GAMBLE [QJ, para 
cargas e vãos maiores que aproximadamente 4,8 kN/m2 e 7 a 
8 m, respectivamente, a laje com ábacos ou capitéis é 
f'reqüentemente a melhor escolha. Caso exigências de 
arquitetura ou outras quaisquer deter mi nem que não deve 
haver ábacos ou capitéis, o esf'orço cortante pode ser 
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resistido através de "metal shear heads" [91 ou alguma 
outra f'orma de armação ao cortante. Porém, vale ressaltar 
que os custos podem ser altos. 
Nas lajes sem vigamento em concreto armado, as 
f'lechas são !'atores que muitas vezes inviabilizam seu uso. 
Assim, no caso de grandes cargas, as pequenas f'lechas 
admissíveis podem exigir o uso de grandes capitéis. Outro 
problema que pode surgir levando geralmente ao uso de 
capitéis, são as f'issuras na laje ao redor da coluna 
devido ao momento negativo atuante. Todos esses problemas 
podem ser também controlados através de vigas. 
No caso em que as dimensi5es do capitel tornam-se 
inviáveis, a utilização de laje com vigamento, tal como a 
da f'igura I.6, será a que melhor se adapta. Isso porque o 
uso de vigas moderadamente rigidas reduzirá as def'or-
maçe!es de um modo mais ef'icaz, sem levar em conta que 
as vigas são f'acilmente dimensionadas e armadas para o 
esf'orço cortante. 
Para o caso em que é possivel o uso de ambos os 
tipos de lajes com ou sem vigamento a escolha é 
complexa. Na maioria das vezes a laje com vigamento, 
devi do às grandes alturas ef'eti vas das vigas , acarreta 
maior economia de material, principalmente do aço. Mas, em 
termos de f'abricação e utilização das f'õrmas, concretagem 
e colocação das armaduras, a laje sem vigamento pro-
porciona uma diminuição substancial do trabalho de mão-de-
obra. Além disso, o tempo de construção é bastante 
reduzido, uma vez que. nesse tipo de estrutura, a 
construção f'ica muito simplif'icada em relação às 
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estruturas de lajes e vigas. 
Por sua vez, as lajes sem vigamento que possuem 
capitéis ou ábacos, demandam mais trabalho de mã:o-de-obra 
do que a mesma sem estes elementos. O custo pode, então, 
ser diminuído através da aquisição de f'ormas pré-f'abri-
cadas. A construção de lajes com vigamento requer maior 
trabalho que as lajes sem vigamento. A menos que se ~enha 
raz&s estruturais, a laje com vigamento é pouco 
construida quando a mã:o-de-obra é cara. O inverso se dá 
onde o aço é o item mais caro. 
Em termos de estética as lajes sem vigamento 
são as que melhor se ajus~am proporcionando ambien~es com 
melhor iluminação, mais ventilados e com menor ocorrência 
de aracnideos. Uma outra vantagem apresentada por este 
~ipo de laje é quanto à instalação hidráulica e de 
condu~ores elétricos. Pode-se também tirar proveito quando 
se quer reduzir a alt.ura t.ot.al do prédio, diminuindo a 
altura de cada piso. Em locais em que altura é um f'at.or 
limitante, esta medida pode resultar no ganho de, 
aproximadament.e, um paviment.o a cada dez andares, em 
relação a um prédio com mesma altura livre de pavimento, 
const.ruido com lajes com vigament.o. Dai, podem surgir 
out.ras economias como menor alt.ura do poço do elevador e 
canalização hidráulica, além da diminuição da ãrea de 
parede ext.erna Coque ameniza os ef'ei~os da carga de vento 
e acarreta numa estrutura mais leve). Por conseqüência, 
pode ocorrer uma redução no cust.o das f'undaçeíes e em 
outros componentes estruturais. 
Muit.os est.udos f'oram f'eit.os para anãlise de 
g 
lajes sem vigament.o. Cont.udo, no Brasil, como em out.ros 
paises, a ut.ilizaçl!i'.o dest.e t.ipo de est.rut.ura est.â ainda 
li mi t.ada. Uma das r azêSes é a pequena rigidez que est.as 
lajes possuem para resist.ir aos es:forços horizont.ais de 
vent.o em comparaçl!i'.o com as est.rut.uras em lajes e vigas. 
Out.ro pont.o que di:ficult.a o uso desse t.ipo de est.rut.ura é 
a cuidadosa veri:ficaçl!i'.o à punção da laje, para int.rodução 
da reaçl!l'.o dos pilares, a ser e:fet.uada. 
I.3 - Largura E:fet.iva de Lajes 
O procediment.o de idealizar o prédio para e:feit.o 
de anâlise est.rut.ural em séries de pórt.icos planos 
paralelos com larguras e:fet.ivas de lajes, at.uando como 
vigas (:figura I.9), é uma t.écnica muit.o usada no caso de 
prédios de paviment.os múlt.iplos lat.eralment.e carregados, 
devido ao alt.o cust.o que result.a quando se ut.iliza a 
discret.izaçã'.o das lajes por meio de element.os :finit.os. 
Além do que ocorrem di:ficuldades para a discret.izaçl!i'.o 
quando nl!i'.o se dispêSe de programas so:fist.icados. 
Para o caso de prédios carregados vert.icalment.e, 
as normas (1,81 apresent.am o "mét.odo do p6rt.ico equiva-
lent.e", o qual consist.e em dividir o prédio em p6rt.icos 
planos paralelos e em analisar cada p6rt.ico separadament.e 
(:figura I.10). Cada p6rt.ico é :formado por uma :fila de 
colunas equivalent.es ou suport.es e :faixas com larguras 
limit.adas lat.eralment.e por linhas cent.rais dos painéis em 




Fig. I. 9 - O conceito do pórtico equivalente. 
A razão de se considerar estas faixas ou 
larguras efetivas de lajes limitadas lateralmente da forma 
descrita anteriormente é que esses planos de corte são 
considerados como sendo planos de esforço cortante e 
momento de torção nulos. Essa consideração é exata para 
planos de simetria e é razoável para painéis interiores de 
estruturas carregadas com forças gravitacionais. Nos casos 
em que ocorre simetria, a largura efetiva é igual à 
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dimensl!i'.o da laje na dir-eçl!i'.o em que se quer- deter-minar- a 
lar-gur-a, que é comumente denominada "lar-gur-a inteir-a de 
painel". b = 1 Cfigur-a I.12). 
.. 2 
Fig. I.10 - Largura de Faixo com o qual se definiu o pórtico 
equivalente. 
Quando uma estr-utur-a ti pica de lajes sem 
vigamento está submetida a car-r-egamento later-al, a 
defor-mada de um pór-tico composto por- uma linha de colunas 
e a laje ao longo desta linha é mostr-ada na figur-a I.13. 
Quando se despr-eza qualquer- car-r-egamento 
ver-tical ocor-r-em pontos de infle:>â(o apr-oximadamente no 
meio da altur-a das colunas e no meio do vl!i'.o da laje. 
Par-a efeito de r-aciocinio, pode-se isolar- um elemento 
tipice de placa entr-e esses pontos de infle:>â(o como 
mostr-a a figur-a I.14a à I.14c. 
Par-a análise, o r-efer-ido elemento tipice pode 
ser- consider-ado simplesmente apoiado ao longo dos bor-dos 
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correspondentes às linhas de inflexão (figura I.14c). Pode 
ser visto que a declividade longitudinal da placa ao longo 
da linha transversal da coluna não é constante, e é maior 
quanto menor for a distância à coluna (figura I.15). 
( a l ( b) FAIXA 1 FAIXA 2 
Pórtico 1 Pórtico 2 
(e) 
. " "' ,,. " ' ""' ,., .. ,., " 
Fig. I.11 - Idealização do conjunto de Pórticos Planos. 
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D D o o 
Fig. I.12-Largura inteira de painel. 
Fig. I.13 - Forma ti'pica da deformada da estrutura 
no plano das colunas. 
Considera-se que a coluna de concreto seja 
rigida de tal :forma que a placa possa ser admitida plana 
na junção da placa com esta coluna. Contudo, pode-se 
observar que a placa :fora dessa região é mais :flexivel que 
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uma viga que possua a seçl:i'.o t-ransversal ret-angular com 
alt-ura igual a da placa, porque em uma viga :flet-ida 
considera-se que a declividade longit,udinal é const-ant,e em 
uma dada seção t-ransversal (:figura I.16). 
(o) 
_J -q a: .., ,_ 





















EM RELACÃO A UM PLANO 
/ LINHAS DE SIMETRIA 
VERTICAL ( deflexão nulo) 
! 
LINHAS ANTI -SIMÉTRICAS EM RELACÃO 







Fig. I.14 - Linhas de simetria e anti-simetria e elemento típico 




LINHA CENTRAL 00 
_/ ;/ PAINEL 
UNHA CENTRAL DO 
PAINEL e'> e" 
--- LINHA OE 
INFLEXÃO 
Fig. I .15 - Deformada típica de um elemento formado pela 
laje e coluna. 
be 
e'= e" 
Fig. I .16 - O conceito da viga equivalente. 
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Assim, para que uma viga que possua a mesma 
altura da placa tenha uma rigidez equivalente a da laje, 
deve ser mais estreita do que a largura inteira do painel. 
Desta Corma, a usual adoção de um coeCiciente de largura 
eCetiva igual a um, ou seja de uma largura inteira. de 
painel, tem-se mostrado como uma aproximação muito 
grosseira para a maioria das estruturas tipicas. 
Segundo ALLEN e DARVALL [6], a largura inteira 
de painel utilizada no pórtico equivalente pode subestimar 
seriamente as deClexões devidas à carga lateral de vento, 
se as rigidezes das colunas não Corem reduzidas. Assim, o 
código do Instituto Americano do Concreto [1] utiliza o 
conceito de "colunas equivalentes", as quais são menos 
rigidas do que as colunas reais. 
Acerca desse assunto, muitas pesquisas Coram 
Ceitas e vàrios métodos propostos para a obtenção da 
largura eCetiva. 
O trabalho mais antigo de todos os citados nas 
reCeréncias é o de KHAN e SBAROUNIS [3], que utilizaram 
malhas de elementos de vigas e um modelo experimental. 
PECKNOLD [6l utilizou anàlise de Levy CTIMOSHENKO e 
WOINOWSKY-KRIEGER [8]) e séries de Fourier para estimar a 
largura eCetiva de lajes sujeitas a cargas laterais. 
Divergindo um pouco de PECKNOLD [61, ALLEN e DARVALL [61, 
também Cizeram uso da anàlise de Levy CTIMOSHENKO e 
WOINOWSKY-KRIEGER [81). 
Jà WONG e COULL [71 apresentam um método chamado 
"método do coeCiciente de inCluéncia" e utilizam 
igual mente a anàl i se de Levy C TI MOSHENKO e WOI NOWSKY-
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KRIEGER [81) e séries inrinitas. Porém, usam o método dos 
elementos rinites apenas para comparar os resultados. Por 
rim, FRASER [41 utiliza o método dos elementos rinites 
para determinação de larguras eretivas de lajes sem viga-
mento em prédios lateralmente carregados. No método, ele 
trabalha com o conceito de coericiente de rigidez e 
apresenta duas rórmulas aproximadas para a determinação da 
largura eretiva, uma para vigas interiores e outra para 
vigas exteriores. Nenhum dos outros pesquisadores 
apresenta meio algum para a determinação da largura 
eretiva de um pórtico exterior. 
Os capitulas seguintes discursam sobre os mé-
todos citados e através de estudo comparativo com variação 
de parâmetros, conseqüentes conclusaes s:il'.o rormuladas. 
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CAPtTULO II 
OS ~TODOS PROPOSTOS POR KHAN E SBAROUNIS C1964) E FRASER 
C1983) PARA OBTENÇÃO DE LARGURAS EFETIVAS DE LAJES 
II.1 - O Mét.odo Propost.o por Khan e Sbarounis 
II.1.1 - Consideraçaes Gerais 
O est.udo realizado por KHAN e SBAROUNIS [3l !'oi 
baseado num el ement.o t.1 pico i deal i zado de laje e coluna 
most.rado na !'igura I .14c, observando-se que os aut.ores 
denominaram as dimensaes l e l da re!'erida !'igura como L 
~ 2 
e 1, respect.ivament.e. Nest.a é considerada uma part.e de um 
pavi ment.o de lajes sem vi gament.o li mi t.ada por linhas de 
in!'lexã'.o na direção do vet.or do moment.o aplicado e pelas 
linhas médias dos vãos perpendiculares à direçil'.o dest.e 
mesmo vet.or. Foi levado em cont.a a hipót.ese desse element.o 
t.ipico est.ar simplesment.e apoiado ao longo das linhas de 
in!'lexã'.o, e apenas com rest.rição à rot.ação em t.orno do 
eixo dos x nos out.ros dois bordos. 
Inicialment.e, para análise de cálculo, o 
element.o t.ipico !'oi subdividido em duas séries de seis 
vigas com alt.uras iguais à espessura da placa, t., e 
larguras iguais a L/6 ou 1/6, dependendo da direção a ser 
considerada. Essas vigas se int.ercept.am como most.rado na 
!'igura II. la. 
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II.1.a - Metodologia 
Sendo a base das vigas, b, igual a L/6 ou 1/6, 
os momentos de inércia, rigidezes torsionais e módulo de 
elasticidade transversal s:l:o, respectivamente_ 
bt9 /3 ; 0,4E. Ainda, equaç&s para :flecha e declividade 
nos pontos de interseç:l:o devido a um momento aplicado no 
centro da coluna, M, :foram deduzidas levando em conta as 
o 
rigidezes à :flexll'.o e à t.orç:l:o das vigas. A rot.aç:l:o e 
o 
(:figura I. 14.c), :foi igualada a de uma viga com o mesmo 
moment.o de inércia da placa, I a = 1t. .... 1a. 








El t. 9 
L 
Analogament.e, tem-se para a placa 
E I 
L ) = 
K 
12 
Assim, a raz:l:o 
CII.1) 
CII. 2) 
onde K depende da relaç~o, 1/L, entre a largura e o 
compriment.o da laje. 
A t.abela II.1 apresent.a valores de K para alguns 
valores de 1/L. 
1/L o 0,5 1 ,O 1 ,5 
K 1a 7,87 5,26 3,92 
K/12 1 0,656 0,4.38 0,326 






1 1 1 1 
----1---+---t 
1 1+1 1 
J __ t--l---i-
1 1 · 
1 1 1 1 --------1-
L 
(a) malha 6x6 ( b) malha 4 x 4 
t 
(e) molho 2x2 
1 1 






Fig.11.1- Malhas utilizados pelo autor. 
Uma Corma de se obter a largura equivalente do 
elemento de viga, 1 , é multiplicar os valores de K/12, 
" 
contidos na última linha da tabela II.1, pela largura l. 
Os autores pensaram em utilizar uma malha com um 
número maior de vigas, porém o computador disponível não 
suportava o número de equações simultâneas resultantes. 
Então, uma outra opção para que se pudesse veriCicar os 
resultados, Coi a obtenção de valores como os apresentados 
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na tabela II.1 por meio de malhas com um menor número de 
vigas, ou seja, malhas mais grosseiras de 4x4 e 2x2 como 
nas figuras II. 1 b e II. 1 c e a erlrapolação de alguns 
resultados. 
A variável utilizada na erlrapolação foi a razão 
1/L, entre a largura e o comprimento da laje, e sua 
influência na largura equivalente da laje. A razão, d/L, 
entre a dimensão da coluna e o comprimento é também muito 
importante. Poder-se-ia utilizar erlrapolação para esta 
variável. Porém foi utilizado um modelo reduzido. 
Um esboço do modelo é apresentado na figura 
II. 2, composto por uma placa retangular simplesmente 
apoiada nos bordos paralelos à direção do vetor do momento 
aplicado (pontos de inflexão) e livre nos outros bordos, 
perpendiculares a esta mesma direção. 
Com a aplicação de cargas conhecidas P e P, um 
;. 2 
momento, conseqüentemente conhecido, foi aplicado no 
centro da placa. A coluna foi simulada por meio de 
arruelas. Três tamanhos de arruelas, que proporcionaram 
diversos valores para d/L, foram utilizados em diferentes 
testes para enrijecer a placa nos pontos de aplicação do 
momento e para gerar um diagrama para uso em cálculos. 
Os valores distintos para a razão 1/L foram 
encontrados mediante a modificação da distância L entre os 
apoios simples, e a rotação no centro da placa foi obtida 
através de mediç~es feitas na barra que serviu de suporte 
das cargas P e P . 
;. 2 
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Fig. II.2 - Esboço do Modelo. 
II.1.3 - Resultados e Conclus6es 
O grárico, já mencionado, para uso em cálculos, 
é apresentado na rigura II.3. Na rigura original CKHAN e 
SBAROUNIS [3]), os circules abertos e pontos representam 
valores médios para duas observaç6es distintas com 
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diferentes graus de aperto do parafuso no centro da placa. 
Essas observaçaes foram realizadas com o int.uit.o de se 
verificar o efeit.o da rigidez na cone,C,:o da coluna com a 
placa. Apenas em alguns pont.os hâ divergências 
considerá.veis ent.re as linhas ret.as (figura II. 3) e os 
pont.os marcados CKHAN e SBAROUNIS [3)), o que faz parecer 
que este efeito é desprezivel. Para que se possa comparar 
os valores do modelo com os valores calculados, as linhas 
são est.endidas at.é intercept.arem o eixo vert.ical, d/L = O. 
Est.a comparaç~o estâ na t.abela II.2. 
1/L Valores Valores Raz~o 
Extrapolados Ce) do Modelo Cm) Cm/e) 
0,60 0,60 0,61 0,85 
0,76 0,4.7 º· 4.1 0,87 
1,00 0,38 0,32 0,84. 
1,26 0,31 0,27 0,87 
1,33 0,30 0,26 0,83 
1,60 0,27 0,23 0,85 
Tabela II.2 - Valores de 1/L 
A diferença ent.re os valores encontrados 
experiment.alment.e e numericament.e ficou em torno de 16X. 
Ent.re out.ros, o mot.ivo pode ser encont.rado nas diferent.es 
condiçeles de cont.orno ao longo dos bordos livres, uma vez 
que as verdadeiras condiçaes de cont.orno nesses bordos n~o 
foram represent.adas, pois o moment.o variâvel dist.ribuido 
que impedisse a rot.ação desses bordos em t.orno do eixo dos 
x n~o pode ser aplicado; na diferença ent.re os módulos de 
Poisson; no mét.odo de t.est.e ou na ext.rapolaç~o dos valores 
calculados das malhas. 
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Segundo os pesquisadores C3J, independentemente 
da causa, os valores obtidos através da f'igura II. 3 são 
adequados para f'ins de cálculo. Ainda, vários ensaios 
f'oram f'eitos com o momento aplicado próximo ao bordo da 
placa, simulando uma coluna exterior. Contudo, a dif'erença 
encontrada pelos autores f'oi pequena de f'orma que os 
valores apresentados na f'igura II.3 parecem ser aplicáveis 










i = Largura da Painel 
ie = Largura da viga equivalente 
L = Vão 









II.2 - O Método Proposto por Fraser 
II.2.1 - Considerações Gerais 
Fraser (4) utilizou o método dos elementos 
:finitos para encontrar valores para as larguras e:feti vas 
de pavimentos de lajes sujeitos a carregamento lateral. 
A análise de edi:ficações em concreto de 
pavimentos múl ti pl os :feita através do "método do p6rti co 
equivalente" (:figura II. 4) é um procedi mente mui to 
utilizado pelos engenheiros estruturais e as normas (1,2) 
apresentam critérios para este método. A determinaçll:o da 
rigidez da viga equivalente é um ponto muito importante 
contido nestes critérios. Para o caso particular de lajes 
sem vigamentos tem-se: 
Onde "I .. .. 
I .. = b .. 
é momento de 
CII. 3) 
inércia da viga 
equivalente; "b " é a largura e:fetiva de laje e "h" é a .. 
sua espessura. 
A rigidez da viga equivalente é, entll:o 
E I 
K = 1:: .. .. CII. 4) 1 
1 
Onde "I::" é o coe:ficiente de rigidez; "E" é o 
módulo de elasticidade longitudinal e "l " o vão da laje 1 • 
na direçll:o perpendicular à direçll:o do vetor do momento 
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aplicado. O valor de "k" para vigas não prismát.icas pode 
ser det.erminado at.ravés de t.abelas apresent.adas por 
SIMMONDS e MISIC [10). Para vigas prismát.icas t.em-se k=4. 
Uma vez que o aut.or [ 4) concorda que não há 
razões para que se t.enha um valor const.ant.e para a largura 
ef'et.iva de laje, ou seja, independent.e das dimensões da 
coluna e da razão ent.re os vãos 1 /l , sua pesquisa t.em 
2 • 
por objet.ivo principal desenvolver regras que t.enham uma 
precisão razoável e sejam mais simples para o mét.odo do 
pórt.ico equivalente do que as apresent.adas no código do 
ACI [1J. Assim f'oram deduzidas, para paviment.os sem 
vigament.os, f'órmulas que proporcionam de modo f'ácil uma 
estimativa para a obtenção da largura ef'et.iva. 
Fig. Il..4 - O método do pórtico equivalente. 
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II.2.2 - Análise por Meio de Elementos Finitos 
Foram utilizados elementos t'initos de viga ao 
longo das linhas que ligam as colunas, os quais tinham 
altura igual à espessura da laje. No resto do pavimento 
!"oram utilizados elementos de placa. Sendo os elementos ao 
longo das colunas poucos e pequenos em relação ao resto do 
painel de lajes, as dit'erenças existentes entre o 
comportamento estrutural dos elementos de placa e viga 
deveriam, segundo o autor [ 4] . ter pouco et'eito na 
resposta da laje aos carregamentos e det'ormaç!5es 
aplicadas. Então a discretização usada t'oi considerada uma 
simulação satist'at6ria para a análise do comportamento 
elástico de pavimento de lajes sem vigamento. O autor [4J 
t'ez comparações com um modelo experimental e concluiu que 
as dit'erenças estavam sempre num limite de 10%. 
Através do programa de elementos t'i ni tos 
disponivel t'oi possivel, variando-se parâmetros importan-
tes (tabela II. 3), gerar um intervalo 








1 /h ou 1 /h 25 
2 ;. 







1,25 1 ,5 
48 
1 ,5 2,0 
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tabela II.3 - Parâmetros e Valores para análise de pavi-
mento sem vigamento 
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O procedimento para se determinar a largura 
efetiva é demonstrado a seguir e a figura II.6 mostra um 
painel quadrado com colunas também quadradas e uma série 
ti pica de aç15es devi das a uma r otaçã'.o aplicada de O, 1 





h = 12 UNIDADES 
CANTO '°'t-~-'E-:,~~'T"".C...~~;;,,....:....~~ 
VIGA OE BORDO 
24 X 12 
P2•384 UNIDADES 
Fig. TI. 5 - Principais resultados atuantes em uma 
laje quadrada sem vigamento. 
A rigidez à fle:xã'.o da viga formada pela metade 
da coluna é 
E I 
1 • 
= 2600 . 12 . 12
9 /12 
384 
= 11260 unidades 
Da figura II.6 tem-se que o momento na laje e na 
metade da viga interior é: 
k, vale .. 
t-em-s:e 
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Mr = 26670 + 10520 = 37170 unidades: 
O fator de rigidez da viga equivalente no plano 
k = .. = 37170 = 33 11250 . 0, 1 
A rigidez da viga equivalente interior 
K = .. 












4E • r .. = -1--·-.,..1""2- CII. 6) 
• 










Donde se observou que a largura efetiva da viga 
interior para a laje sem vigamento do exemplo mostrado na 
figura II.5 é aproximadamente metade da largura inteira de 
painel. Procedimento análogo foi executado com a rotação 
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sendo aplicada ao apoio de canto do mesmo painel e 
encontrou-se uma largura efetiva 66% menor que a largura 
inteira de painel, ou seja, b = 0,34. 1 . 
.. 2 
II.2.3 - Resultados e Conclus~es 
Diversos valores para k foram obtidos a partir .. 
da variaç~o paramétrica apresentada na tabela II.3 e 
marcados em um diagrama com o parâmetro de flexão Rb. 
Neste diagrama observou-se uma tendência para uma reta, 
tanto para vigas interiores como para ext.eriores. Foram 
obtidas, assim, as seguintes equaç~es aproximadas: 
para vigas equivalentes interiores. E 
k .. 1 = 8 + ~ Rb ± 15% 
para vigas equivalentes ext.eriores. 
Onde, 
RIOID&:Z DA LAJE 









Considerando para o concreto v = 0,15 




b = Ck r4) c 
.. " z 





= 2 -1- + 
1 
~ z 
E para vigas ext.eriores 
b 





















VANDERBILT [11 J apresentou os resultados das 
deflex5es para carregamentos laterais de um modelo de 
prédio com pavimentos sem vigamento. A figura II.6 mostra 
os detalhes do modelo. As larguras efetivas do autor [4J 
encontram-se na tabela II.4. 
Por meio de um programa convencional para a 
análise de pórtico, o pórtico equivalente foi calculado 
para três casos de carregamento lateral, 100 lb nos niveis 
3, 5 e 7. A figura II. 7 apresenta gráficos das deflex5es 
medidas e calculadas e a aproximação é, segundo o autor 
[4J, satisfatória para fins de cálculo. O calculista deve 
ter sempre em mente que os resultados aqui e nas 
referências até agora ci t.adas, sã'.o baseados no 
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comportamento elástico linear. 
Níveis 
1 e 2 
3 a 7 
o-.......... o o D o 
1,5 11 1 1,5" em todos os nlveis. 
.,.........-1,s"o partir do ni'vet 2. 
11 
_, t:J.-2,25"todos os níveh. 
72 cf II o o 












1 21" li± ALTURA 005 PAVIMENTOS 
Fig. IT..6 - Detalhes do modelo. 
Larguras E:fetivas 
!-'órt.lcos lnt.eriores_ !-'órticos ~xt.eriores_ 
Colunas Colunas Colunas 
j 
Colunas 
Int. Ext.. Int. Ext.. 
15,5 14., O 10,5 1 9,375 
14,75 3 = 44,25 9,937 2 = 19,875 
14,0 1 14,0 9,375 1 9,375 
14,0 3 = 42,00 9,375 2 = 18,75 
L b .. 
64 
60,8 
Todas as Dimens~es em polegadas 6 2 E= 3,52 _ 10 lb/pol 
Tabela II.4 
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10% 11% 9% 
NiVEL i NÍVEL 1 r.TvEL CARG~ [ 
7 1 7 I 7 / I 1 I AUTOR E I 
6 1 6 , 6 VANDERBILT I , 6% .... I 
1 CARGA r I 
5 1 5 ~ 5 ~6% 
6% f-- I ~ 




3 ~ 3 I 3 • I I • 







o 0,5 o 0,5 o 0,5 1,0 
Fig. 11. 7 - Deflexões laterais em polegadas x 1Õ2 
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CAP:t TULO II I 
OS Ml!:TODOS PROPOSTOS POR PECKNOLD (1976), ALLEN E DARVALL 
(1977) E WONG E COULL (1980) PARA OBTENÇÃO DE LARGURAS 
EFETIVAS DE LAJES 
III.1 - O Método Proposto por Pecknold 
III.1.1 - Consideraçaes Gerais 
Em termos práticos, o emprego do pórtico 
equivalente na avaliação de sistemas estruturais de lajes 
sem vigamento sujeitos a carregamento lateral é 
conveniente, contudo requer valores de larguras e:fetivas 
de lajes para um número representativo de lajes e colunas 
com dimensaes variadas. PECKNOLD [5J apresenta uma :fórmula 
simples para a determinação desses valores para um painel 
tipico interior e alguns resultados são apresentados 
através de diagrama, os quais podem ser usados pelos 
calculistas. 
Um elemento tipico desse painel é mostrado na 
:figura III.1. Como KHAN e SBAROUNIS C3J, o autor C6J 
supae que ele é limitado por linhas de simetria em relação 
a um plano vertical - onde a rotação em torno do eixo dos 
x é nula - perpendiculares à direção do vetor do momento 
aplicado; e por linhas de anti-simetria em relação a um 
plano horizontal, paralelas àquela mesma 
caracterizadas por pontos de in:flexão e, 




A técnica utilizada pelo autor [5] para a 
obtenção da largura efetiva faz uso da teoria elástica de 
placa e do modelo de Levy como solução [8]. Além da 
restrição à rotação nos bordos onde ocorre simetria, outro 
efeito que deve ser observado é a dimensão finita da área 
de contato ou conexão. Esta é de grande importância pois 
dela depende muito a largura efetiva. Para colunas com 
grandes seç5es transversais pode-se ter, por exemplo, 


















Fig. III.. l - Elemento ti'pico de painel. 
III.1.a - Metodologia 
Uma carga distribuída na regi~o de contato é 
gerada pelo momento aplicado a laje pela coluna. Esta 
carga depende da rigidez axial da coluna relativa a 
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rigidez à f"lexll'.o da laje. Na maioria dos casos a àrea de 
conexll'.o é considerada rigida uma vez que esta rigidez 
relativa é muito alta. 
A carga distribuida na laje f"oi expandida em 
série de Fourier : 




.. -v s y S, V 
CIII.1) 
= o , V ( fy f S, b 
2a2 v 
Onde o termo M aparece por conveniência e o 
coef"iciente Q depende da distribuiç~o de carga. A carga 
m 
distribuida na àrea de contato é suposta constante na 
direç~o paralela ao vetor do momento. 
Igualando-se as rotaçeíes da laje no centro da 
àrea de contato com a de uma viga, com altura igual a 
espessura da laje, onde atua o mesmo momento concentrado 














m m m mm m mm 
Ol = 
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o lermo fb é o decréscimo na fl exibi li dade de 
uma viga devido à dimensão finita da área de contato; A 
m 
depende de v/a. b/a e das: condi çeíes: de contorno nos: 
bordos:, mas: não depende da carga dis:lribuida; e o 
coeficiente Q depende da distribuição de carga, como já 
m 
citado, e também da razão u/a. 
Para simular a distribuição de carga produzida 
por uma coluna rigida, a figura III.2 mostra um sistema de 
cargas: e momentos concentrados, como também as expresseíes 
para Qm e fb correspondentes. Uma carga triangular 
dis:lribuida é apresentada simulando uma coluna flexivel. 
DISTRIBUIÇÃO DA CARGA COEFICIENTE DE FOURIER REDUÇÃO DA FLEXI-
NA A
0
REA OE CONTATO Om BILIDADE fe 
COLUNA M/4av 
R(GIOA 1) 1)*(1-%) sen m1Tu +(1-..!!..) m1Tcas m1Tu (1-~)3 tS • 2:i. a a a 
M/4uv 
m1Tu 
J sen o 





sen - 0- - cos m:u ) &l 3M/4o2v m'Tíu 
A ty h o 9u 3 (~)2 1--+-
j ~ l ( m:u ) ( T) 
80 10 
2o 
Fig. IlI.2 - Distribuição de carga 
e termos Om e fa. 
, 
na area de contato 
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III.1.3 - Resultados e Conclusões 
Na figura III.3 estão valores de larguras 
efetivas, para laje quadrada com coluna também quadrada, 
para as três considerações de distribuição de carga da 
figura III. 2. O autor [5] também apresenta resultados 






> 1,2 -.!':! ., 1,0 
o ... 
0,8 ::, 






Laje quodrodo, coluno quadrado 
Módulo de Poisson\7,Q 
o -Elementos finitos 
o-AALAMI [12] 
Coluna R,gida 





Fig. l!I. 3 - Larguras efetivas para as distribuições 
de carga consideradas. 
Pode-se notar pela figura III. 3 o efeito de 
rigidez devido à dimensão finita da área de contato, 
quando a dimensão da coluna aumenta e assim. 
conseqüentemente, a i mportãncia da rigidez relativa da 
coluna. 
Com o intuito de comparar os valores das 
larguras efetivas obtidas para lajes com coluna rigida, 
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utilizando as distribuiçeíes de carga da figura III. 2, 
utilizou-se elemento finito de placa com 16 graus de 
liberdade, em um quadrante com uma malha 4x4, com duas 
dimenseíes de coluna u/a = 0,10 e 0,29. Os resultados s:à'.o 
mostrados também na figura III.3. 
A convergência da série definida em CIII.2) se 
processa rapidamente o que permite o cálculo de larguras 
efetivas para um intervalo grande de configuraçeíes de 
lajes, por meio de variação de parâmetros, com um custo 
computacional muito menor do que procedendo-se a análise 
por meio de elementos finitos. 
Valores para larguras efetivas de lajes com 
coluna rigida, como funç:à'.o da dimensão relativa da coluna 
para várias dimensões de 1 ajes, estão marcados na 
f'igura III.4, onde f'oram utilizadas colunas quadradas. 
Resultados par a col unas retangulares também 
f'oram calculados pelo autor CPECKNOLD C9D. Porém n:à'.o 
f'oram apresentados, pois, segundo o mesmo (9), variando-se 
a largura da coluna de 1/2 a 2 vezes a outra dimensão, a 
largura efetiva varia menos de 2%. 
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1,8 
Razão entre as Iodas 
Coluna Quadrado b/a , 0,5 
1,6 
Multiplicar os valores de 
largura efetivo por 




1,0 ; 1,5 Q) -ILI 
e 1,8 ... 




ºo....._._._ ............... _.__.__.._.__..._.._._._...._ ....... _._.L.-"'-'-~ 
0,05 0,10 0,15 0,20 
u/o 
Fig. ill.4 - Largura efetiva de laje - coluna rígida. 
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III.2 - O Método Proposto por Allen e Darvall 
III.2.1 - Consideraçaes Gerais e Metodologia 
O trabalho desenvolvido por ALLEN e DARVALL [6) 
tem uma análise semelhante a utilizada por PECKNOLD [5). 
Foi uti 1 i zada a mesma solução de Levy C TI MOSHENKO e 
WOINOWSKI-KREIGER [8]), e obtidos resultados idênticos aos 
apresentados por PECKNOLD [ 51 , apesar de expressados de 
uma forma diferente. 
Os autores [6) definem o coeficiente de largura 
efetiva (Ã) como sendo a razão entre a largura da viga 
equivalente Cl') z e a largura inteira de painel 
Cl ). 
z 
Assim, ao igualar a rotaç:ã'.o do centro da laje da figura 
I.14c com a de uma viga sujeita ao mesmo tipo de momento 
atuante na laje, foi obtida a seguinte expressão para o 
coeficiente de largura efetiva: 
1 • 
z 
À = = -1-
z 
• 
-C-1-~-v-z)-• : • ~ •f b/[ f b + 6 m~t ( -m-~-rr-
CIII. 4) 
Esta express:ã'.o CIII.4) foi obtida da mesma forma 
que a de PECKNOLD [ 5 J e, por tanto, todos os ter mos 
apresentados são os mesmos que constam na expressão 
CIII.2). A diferença existente entre as expressaes CIII.4) 
e CIII.2) é que PECKNOLD C5J, na expressão CIII.2), 
considera que a viga equivalente está conectada 
diretamente ao eixo da coluna sem os efeitos de braço 
rigido, ou seja, a área da conexão da laje com a coluna é 
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considerada nula. Na expressão CIII.4) foi levada em conta 
a dimensão finita da área de contato da laje com a coluna. 
Então, os valores encontrados através da expressão CIII.4) 
são os mesmos da expressão CIII. 2) multiplicados pelo 
fator redutor da flexibilidade Cfb). 
III.2.2 - Resultados e Conclusões 
As tabelas III.1 a III.4 apresentam valores para 
as coeficientes À, para a caso de coluna rígida, para 
diversos valores da razão entre os lados Cl /l ). 
i 2 
Os 
valares de l /l variam entre 0,5 
i 2 
e 2,0 e as dimensões 
relativas das colunas também cobrem um grande intervalo. 
D:,s valores apresentados as autores [ 6] 
concluíram que a largura efetiva depende principalmente da 
razão entre a dimensão longitudinal da coluna Cc) e o vão 
i 
da laje Cl ) . Nota-se, também, que ela depende, com um 
i 
pouco menos de import..Ancia, da raz~o ent..re a dimens~o 
transversal da coluna Cc) e o mesmo vão Cl ). 
2 i 
Foi feita, ainda, uma comparação dos valares 
obtidos através da análise descrita com os encontrados 
através de um trabalho experimental. Nesse trabalho foram 
utilizadas placas de aço com diversas razões entre os 
lados e vãos de 1 m e uma placa retangular de 
mi cracancreto. com traço 1/5, para colunas quadradas 
rigidas. A conclusão encontrada pelos autores [6] foi que 
apesar das dificuldades em simular as condições de bordos, 
as resultados tiveram uma boa aproximação. 
e e /1 
~ 2 1 
-1-
0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,10 0,11 1 
0,03 0,190 0,189 0,190 0,192 0,194 0,197 0,199 0,202 0,205 
0,04 0,227 0,217 0,213 0,212 0,211 0.212 0,213 0,215 0,217 
0,05 0,264 0,245 0,236 0,231 0,229 0,228 0,228 0,229 0,230 
0,06 0,298 0,270 0,257 0,249 0,245 0,243 0,242 0,242 0,242 
0,07 0,322 0,290 0,275 0,266 0,261 0,257 0,255 0,255 0,254 
0,08 0,334 0,304 0.209 0,280 0,275 0,271 0,268 0,267 0,266 
0,09 0,334 0,312 0,300 0,292 0,287 0,283 0,280 0,279 0,277 
0,10 0,327 0,315 0,307 0,301 0,297 0,294 o,a91 o.a9o o,a88 
0,11 0,317 0,314 0,312 0,309 0,306 0,304 0,302 0,300 0,299 
0,12 0,307 0,313 0,315 0,315 0,314 0,313 0,311 0,310 0,309 
Tabela III.1 - Coe~icientes de largura e~etiva para uma placa 
de v~o 1 e largura 1 Cl /l = 0,50). 












e e /1 
i 2 i 
-1-











0,376 0,376 0,376 0,380 0,384 0,389 0,394 0,399 0,406 
0,447 o,4a9 o,4a1 0,418 0,418 0,419 o,4aa o,4a6 o,4a9 
o,6a1 0,483 0,466 0,466 0,461 0,449 0,449 0,461 0,463 
0,585 0,531 0.605 0,491 0,483 0,479 0,477 0,476 0,477 
0,631 0,570 0,640 0,623 0,613 0,506 0,503 0,501 0,600 
0,663 0,697 0,668 0,660 0,639 0,632 0,627 0,626 0,523 
0,654 0,611 0,688 0,573 0,563 0,666 0,650 0,647 0,545 
0,640 0,616 0,601 0,590 0,582 0.676 0,672 0,568 0,565 
0,620 0,616 0,610 0,605 0,599 0,596 0,591 0,588 0,585 
0,601 0,612 0,616 0,616 0,614 0,612 0,609 0,606 0,604 
Tabela III.2 - Coericientes de largura eretiva para uma placa 
de v~o 1, e largura 1
2 
(1 /1 = 1,00) . 












e e /l • 2 • -1-
0,03 0,04 0,0!5 0,06 0,07 0,08 0,09 0,10 0,11 • 
0,03 0,48!5 0,48!5 0,487 0,491 0,496 0,!502 0,!509 º· !516 0,623 
0,04 0,676 0,6!52 0,642 0,!538 0,!538 0,640 0,!543 0,647 O, !5!52 
0,06 0,664 0,618 0,696 0,!584 0,!579 0,677 0,677 0,678 º· !581 
0,06 0,742 0,677 0,64!5 0,628 0,618 0,612 0,610 0,609 0,610 
0,07 0,796 0,723 0,687 0,666 0,663 0,646 0,641 0,639 0,638 
0,08 0,822 0,764 0,719 0,698 0,68!5 0,676 0,670 0,667 0,666 
0,09 0,821 0,770 0,742 0,724 0,712 0,703 0,697 0,693 0,690 
0,10 0,803 0,77!5 0,7!57 0,744 0,736 0,727 0,722 0,717 0,714 
0,11 0,779 0,773 0,767 0,760 0,7!54 0,749 0,744 0,740 0,737 
0,12 O, 7!5!5 0,769 0,773 0,733 º· 771 0,768 0,764 º· 761 0,7!58 
Tabela III.3 - Coericientes de largura eretiva para uma placa 
de vão l e largura l Cl /l = 1,33). 












e e /l 
i 2 i 
-1-
0,03 0,04. 0,06 0,06 0,07 0,08 0,09 0.10 0, 11 .. 
0,03 0,664. 0,664. 0,666 0,661 0,668 0,676 0,682 0,690 0,699 
0,04. 0,768 0,732 0,720 0,716 0,716 0,717 º· 721 0,726 0,731 
0,06 0,868 0,806 0,780 0,767 0,760 0,768 0,768 0,760 0,763 
0,06 0,939 0,868 0,833 0,813 0,802 0,796 0,793 0,792 0,793 
0,07 0,992 0,914. 0,876 0,863 0,839 0,830 0,826 0,822 0,821 
0,08 1,013 º· 94.4. 0,907 0,884. 0,870 0,860 0,864. 0,860 0,84.7 
0,09 1,008 0,967 0,927 0,908 0,896 0,886 0,879 0,876 0,871 
0,10 0,986 0,968 0,939 0,926 0,916 0,908 0,902 0,897 0,893 
0,11 0,967 0,962 0,94.6 0,938 0,932 0,926 0,921 0,917 0,913 
0,12 0,930 º· 94.4. 0,94.8 0,94.8 0,94.6 0,94.2 0,938 0,936 0,931 
Tabela III.4. - Coericien~es de largura ere~iva para uma placa 
de v~o l e largura l Cl /l = 2,00). 













III.3 - O Método Proposto por Wong e Coull 
III.3.1 - Introdução e Consideraç5es Gerais 
Para a deter mi nação da largura ef'eti va e da 
rigidez da conexão de um pavimento de lajes em uma 
estrutura de lajes sem vigamento, carregada lateralmente, 
os autores [7] apresentam o "método do coef'iciente de 
i nf'l uência". Ao def'ormar-se, esse tipo de estrutura, 
apresenta pontos de inf'lexão nas colunas e nas vigas 
equivalentes Cf'igura I.13) 
A viga equivalente é uma viga que tem por altura 
a espessura da laje e largura igual a uma largura ef'etiva 
de laje que aje como uma viga no pórtico equivalente. Uma 
f'orma de se quantif'icar esta largura ef'etiva, pode ser 
igualar a rigidez à rotação da laje a de uma viga 
equivalente conectada à mesma coluna em um elemento tipice 






Fig. III. 5 Elemento típico de laje deformado pela ação de 
carga lateral de vento. 
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As dimensões da coluna e as condições de 
contorno da laje são parâmetros de grande inf'luência na 
determinação da rigidez à rotação da laje. Geralmente a 
coluna possui uma rigidez axial alta em relação a rigidez 
à f'lexão da laje, podendo-se assim considerar a coluna 
como axialmente rígida. 
As mesmas suposições para as condições de 
cont..orno utilizadas pela maioria dos pesquisadores 
estudados (3,6,6] para o elemento tipice f'oram também 
supostas pelos autores (7] no trabalho a ser exposto. E a 
seguinte nomenclatura para as dimensões do elemento tipice 
de painel f'oi considerada Cf'igura III.6). 
A 
B V tcb- ) 
-+ 
X 




Figura III.6 - Elemento tipice de painel 
III.3.2 - Metodologia 
No centro da coluna atua um momento como 
indicado na f'igura III. 6. Esse momento é transmitido à 
laje através de f'orças distribuidas na perif'eria da 
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coluna. A ação ef'eti va deste sistema de f'orças pode ser 
aproximada por uma série equivalente de f'orças, contendo 
f'orças e momentos concentrados aplicados em determinados 





(a) Momento atuante no 
no centro da coluna. 
(b) Forças distribuídas. (c) Forcas e momentos 
concentrados. 
Fig. m .7 - Simulação da distribuição de cargas transmitidas 
pelo momento ·a periferia da coluna. 
O vetor deslocamento {6}. é composto por um 
L 
desl ocam.,,nto v"'rti cal "' duas rotaçeí"'s e . "' e . , pois o 
X\. YL 
por uma carga concentrada P. "' pelos momentos M . "' M . . A 
. t. xt. yt. 
component"' do deslocam.,,nto s. no n6 i. d"'vido a uma f'orça 
L 
unitária r. no n6 j é def'inida P"'lo co.,,f'iciente d"' 
J 
inf'luência Cf' ) .. , e este permite que o deslocamento "'m 
r~ t.J 
qualquer n6 i. da malha devido ao sistema d"' f'orças s"'ja 











Onde CF .. l é uma submat.riz de f"lexibilidade 3x3, 
'J 
que cont.ém os coef"icient.es de inf"luência Cf" ) .. 
rg LJ 
que 
podem ser obt.idos por meio da t.eoria clássica de placas 
[11], pelo mét.odo de Levy. 
At.ravés de uma rot.aç:ã'.o uni t.ária da seção 
t.ransversal da coluna rigida, deslocament.os conhecidos 
podem ser impost.os sobre o painel da laje e, a part.ir dai, 
a rigidez à rot.aç:ã'.o e a largura ef"et.iva correspondent.e 
podem ser det.erminadas. A compat.ibilidade exist.ent.e ent.re 
os deslocament.os devidos ao sist.ema de !"orças 
desconhecidas e os deslocament.os lineares na perif"eria da 
coluna impost.os pela rot.ação da coluna leva ao seguint.e 
sist.ema de equações: 
C Fl {R} = {6} 
Ou reordenando para encont.rar-se as 
desconhecidas 




O moment.o resul t.ant.e sobre o eixo da coluna, 
devido as !"orças calculadas nos nós da mesma é igual em 
quant.idade a rigidez à rot.ação da laje para uma rot.ação 
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unitária da coluna. Assim, tem-se 
n 
M = E e 
i. =1 
P.x. + M. ) 
L \. X\. 
CIII. 8) 
Onde x. é a di stãnci a do nó i ao eixo da coluna 
e 
na direção x e n é o número total de nós considerados. 
Um fator adimensional de rigidez K pode ser 
definido para expressar a rigidez à rotação da laje: 
K = M/D 





E é o módulo de elasticidade longitudinal, t é a 
espessura da laje e v é o módulo de Poisson. Ao igualar a 
rigidez à rotação da laje com a de uma viga equivalente de 




laje e largura efetiva B • .. 
A ·~ u 7. CIII.11) 
Onde A, B e U são as dimensc:Ses apresentadas na 
figura III.6. Nesta equação CIII.11) considera-se o trecho 
i nf i ni tamente r 1 gi do da viga na área da conexão da viga 
com a coluna. 
Uma vez que se tenha os valores das forças 
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nodais calculados pode-se substitui -los nas f'unçe5es de 
inf'luência para os deslocamentos e def'ormaçe5es resultantes 
na placa. Os momentos M 
" 
M e M s:ã'.o dados , com os 
Y xy 
deslocamentos já encontrados, pelas seguintes relaçe5es 
CSJ : 




2 w ] = + V " 8x2 ify2 
M - D ( 
8 2 w 8
2
w ] CIII .12) = + V y ify2 8x2 






A equação dif'erencial CIII.13) governa a f'le~o 
de uma placa elástica f'ina carregada transversalmente por 
um carregamento distribuído p CTIMOSHENKO e WOINOWSKY-
KREIGER (8D. Através da t.écnica empregada por Levy (SJ, 
pode ser encontrada a solução exata para uma placa 
simplesment,e apoiada em dois bordos opostos, sendo esta 
placa retangular. A equaç:ã'.o CIII .14) f'ornece a express:ã'.o 
da f'lecha para a placa suposta quando os dois lados 





+ 2 + = CIII .13) 
0x' 8x2ify2 lfy' D 
00 
= E y Cy) 
mnx CIII. 14) w sen 
m a 
m=t 
Nessa última express:ã'.o as condiçe5es de cont.orno, 
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de flecha e momento nulos nos bordos simplesmente 
apoiados, são satisfeitas em cada termo da série infinita. 
As funções Y satisfazem a equação Clll.13) e nelas quatro 
m 
constantes desconhecidas são determinadas, de forma que as 
condições de contorno dos bordos longitudinais do painel 
sejam satisfeitas para garantir a continuidade do mesmo. 
Então, a solução pode ser encontrada pela equação Clll.14) 
com uma determinada precisão, utilizando-se um número 
adequado de termos. 
As funções de influência podem ser obtidas 
através da função de Green, G Cx,y,{,n), a qual fornece o 
deslocamento vertical no ponto Cx,y) devido a uma carga 
unitária no ponto C e, n). Na solução de Levy [ 8l , uma 
















Como se pode notar esta carga é senoidal e atua 
ao longo da linha y = n. Assim a placa é dividida pela 
carga em dois segmentos sem haver nenhuma carga de 
superficie distribuida nos mesmos. Para os segmentos 1 e 
2, pode-se escrever : 
Para y !f n 
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E )3{ E 2; ( a A cosh mny + B mny senh mny + w = 1 m•n m a m a a 
e senh mny D mny cosh mny } mnx + + sen m a m a a a 
CIII.17) 
Para y 2: T) 
E )3{ E 2; ( a P cosh mny + Q mny senh mny + w = 2 m•n m a m a a 
R senh mny s mny cosh mny } mnx + + sen m a m a a a 
CIII.18) 
Todos os valores das constantes - de A a S 
m m 
podem ser encontrados empregando-se as condiçaes de 
cont.orno. quatro das quais conhecidas nos bordos 
longitudinais y = o e y = b. As outras quatro são 
determinadas a partir das condiçaes de continuidade da 
f'lecha, declividade e curvatura normais através da linha 
da carga, e uma descontinuidade no esf'orço cortante igual 
ao car.regamento aplicado, dado pela equação CIII.15). 
A técnica utilizada [ 8] consiste na 
substituição das constantes em coordenadas C{,T)) do ponto 
da carga nas equaçaes CIII.17) e CIII.18) que possibilita 
que a f'lecha seja escrita da seguinte f'orma: 
w CP)= P x G Cx,y,{,T)) CIII .19) 
Para o caso de momentos concentrados nos nós, os 
coef'icientes de inf'luência para a f'lecha podem ser obtidos 
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através da consideração de duas forças iguais e de 
sentidos opostos atuando com um pequeno braço-de-alavanca 
t,., que as separa e tende para zero. Temos, por exemplo, 
que a expressão para a flecha devida ao momento M pode 
" 
ser a seguinte: 
wCM) =M xCb/ô/;) [ GCx,y,/;,71) l 
" " 
CIII. 20) 
Para as rotaçaes e e 
" 
e em um ponto 
y 
Cx, y), 
devidas a uma carga concentrada ou a um momento em outro 
ponto C!;,71), as funçaes de influência são encontradas a 
partir das derivadas da função de influência da flecha 
para a força considerada, em relação a x ou y. 
III.3.3 - Resultados e Conclusaes 
A solução para o problema da ação reciproca da 
coluna e da laje tem a sua precisão dependente dos erros 
de convergência apresentados pelo truncamento da série 
harmônica infinita na determinação dos coeficientes de 
influência e da discretização da interação continua entre 
a coluna e a laje. Segundo os autores [7], os erros 
devidos ao truncamento da série e da discretização 
compensam-se até um certo grau. pois enquanto o 
truncamento conduz a coeficientes de in:fluência menores, 
portanto uma laje mais rígida, a discretização da conexão 
da coluna com a laje resulta em uma conexão flexível. 
Então, havendo um equilíbrio entre o número de nós tomados 
par a simular a conexão, pode-se chegar a resultados sa-
ti sf atór i os, e que dispensam a obtenção de uma verdadeira 
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convergência. 
Na Labela III.5, os auLores [ 7] apresenLam 
valores para o !'aLor de rigidez K e para a largura 
e!'eLi va. Foram utilizados diversos nós simulando a 
conexl!:o da laje com a coluna. A laje analisada é quadrada 
e dois Lamanhos relaLivos de coluna !'oram Lomados, U/A = 
0,1 e 0,2. Em cada nó !'oram consideradas três componentes 
de !'orças P. 
' 
M. x, e M. y, represenLando a inLeraçã:o das 
!'orças. Ainda, 40 Lermos da série !'oram usados para a 
deLerminaçã:o dos coe!'icienLes de in!'luência em cada um dos 
casos apresenLados. 
Os valores em parênLeses sã:o os erros, em 
porcenLagem, enLre os resul Lados aLravés do méLodo do 
coe!'icienLe de in!'luência e do méLodo dos elemenLos 
!'iniLos. A análise por elemenLos !'iniLos uLilizou malhas 
de 36 C 6x6) e 144 C 12x12) el emenLos , esta úl Li ma esLá 
mosLrada na !'igura III.8. 
A di!'erença dos resulLados obLidos enLre as 
malhas Lambém é apr esenLada na Label a III . 5. Dos casos 
analisados o menor erro é encontrado quando U/A = 0,1 e 
apenas um nó de canLo da coluna é Lomado. QuanLo maior o 
número de nós nesLe caso CU/A = 0,1) piores os 
resulLados em relação aos gerados pela análise por 
elementos !'initos, pois enquanto os erros de discreLizaçã:o 
são diminuidos, os de truncamenLo aumenLam. No caso de uma 
coluna relaLivamente grande CU/A = 0,2) ao uLilizar-se 
dois nós, um de canLo e o ouLro na meLade da distância 
enLre o eixo da coluna e o lado da coluna paralelo a esse 
mesmo eixo, a di!'erença é de -0,34 para esLa con!'iguraçã:o. 
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U/A 0, 1 0,2 
Rigidez à rot.aç:ã'.o K 8 /8 K 8 /8 
e largura e:feti va .. .. 




l 8,4080 0,5226 14,3432 0,6261 C-0,08) C-3,45) 
I 1 8,4988 
0,5282 14,6524 
0,6396 
(0,99) e -1. 37) 
1 
I 8,5276 0,5300 14,8070 0,6463 (1, 34) C-0,34) 
i 
1 
8,5502 0,5314 14,9094 
0,6508 
(1, 61) C0,34) 
1 
1 
8,5528 0,5316 14,9254 
0,6515 
(1, 64) (0,46) 
Elementos 
Finitos 
Malha 6x6 8,4730 
0,5266 14,9310 
0,6517 
(0,69) (O, 49) 
Malha 12x12 8,4610 0,5230 14,8574 0,6485 
Tabela III.5 - Valores de rigidez e largura 
e:fetiva para uma laje quadrada 
Os aut.ores [7] a:firmam que usando soment.e um nó 
de cant.o para esse caso, o resul t.ado at.ravés do 
coe:ficiente de influência está aproximadamente 3,5% abaixo 
do resultado por elementos :finit.os. Ainda, consideram este 








y 8y , O 
4. 
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Fig. l!I..8 • Idealização em elementos finitos de um 
quadrante de laje. 
Pode-se diminuir o custo computacional conside-
rando-se uma série com menos t,ermos onde no máximo dois 
nós são necessários para simular a conexão da coluna com a 
laje. Uma outra simplificação que pode ser efetuada é a 
não consideração do momento M _ no 
y, 
vetor das forças 
nodais. Este efeito é mostrado na figura III. 9, onde se 
utilizou um e dois nós para a conexão. São apresentados 
resul t.ados com a inclusão e a exclusão da component.e M . y, 
do vetor de forças nodais. 
Verifica-se que, desprezando-se o momento M . 
y, ' 
o result.ado cai em menos de 2%. No ent.anto, a redução do 
número de t.ermos t.omados de 40 para 20 faz com que o 
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resultado aumente em menos de 3% para todas as 
configuraçaes apresentadas. O aumento do número de termos 
da série de 40 para 50, diminui o resultado em menos de 
1%. 
A comparação feita com o resultado por meio do 
método dos elementos finitos fica em torno de 5%, quando 
se utiliza diversas representações da junção entre a 
coluna e a laje'"com o número de termos para a determinação 
dos coeficientes de influência na faixa de 20 a 40 termos 
da série. As larguras efetivas de laje são superestimadas 
quando apenas 10 termos da série são considerados. Apesar 
disso o maior erro está abaixo dos 10%. 
A conclusão chegada pelos autores [71 é que para 
os casos práticos a utilização do método do coeficiente de 
influência com apenas um nó de canto da coluna e com as 
duas componentes de forças ,nodais, P e M. 
i. X\. 
tomando-se 
20 termos da série, é econômica e leva a um grau aceitável 
de precisão. Apenas nos casos de colunas grandes 
CU/A= 0,2), pode-se considerar mais um nó para uma melhor 
representação da conexão da coluna com a laje. 
Na análise por elementos finitos que serviu para 
a comparação dos resultados empr_egou-se um elemento de 
• 
placa retangular, com 12 graus de liberdade, de 
Adini-Clough-Melosh. 
A tabela III. 6 apresenta uma série de valores 
para a largura efetiva de laje C B /B ) .. para um painel 
típico interior com bordos longitudinais contínuos. Para 
garantir uma melhor precisão, a componente M . foi 
YL 
considerada e 40 termos da série foram utilizados. 
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Dos valores apresentados (tabela 111.6) nota-se 
que a largura ef'etiva aumenta signif'icativamente com a 
razl!i'.o V/A, entre a largura da coluna e o lado 
longitudinal, perpendicular à direçl!i'.o do vetor do momento 







Solução pelo coei'. de inf'luência 
o !'orças 
Solução 
n- Número de termos da série através 
de nodais 
nós do 
10 20 30 40 60 M.E.F. 
P, M 
0,6694 0,6306 0,6207 0,6166 0,6121 
)( (6,97) (1.43) (0, 44) (1, 43) (2,08) 
1 
P,M ,M 0,6696 0,6388 0,6282 0,6226 0,6189 
)( y (8,89) (3,02) (0,99) (0,08) co. 78) 
0,6230 
P, M 0,5676 0,6391 0,6307 0,6263 0,6234 
" (8, 51) (3, 08) (1, 47) (0,63) (0,08) 
z 
P,M ,M 0,5706 0,5430 0,5346 0,5300 0,5270 
" y (9, 10) (3, 82) (2,20) (1,34) co. 76) 
-
P, M 
0,6655 0,6366 0,6241 0,6176 0,6133 
" (2.62) (1, 99) (3, 76) 
(4, 76) (5,63) 
1 
P,M ,!d 0,6776 0,6466 0,6331 0,6261 0,6213 
X y (4, 47) (0, 46) (2, 37) (3,45) (4, 19) 
0,6486 
P, M 0,6826 0,6671 0,6469 0,6408 0,6366 
" (6,26) (1, 33) (0,25) (1, 19) (1, 84) 
2 
P,M ,M 0,6894 0,6634 0,6527 0,6463 0,6419 
X y (6,31) (2,30) (0, 66) (0,34) e 1. 02) 
Figura 111.9 - Valores de largura ef'etiva de lajes, 





0,00 0,04 0,08 0,12 0,16 0,20 
º·ºº 0,458 0,573 0,629 0,663 0,686 0,699 
0,04 0,630 0,702 0,759 0,804 0,836 0,856 
0,5 0,08 0,699 0,757 
0,803 0,842 0,872 0,892 
0,12 0,735 0,786 0,825 0,858 0,883 0,901 
0,16 0,748 0,795 0,831 0,859 0,880 0,895 
0,20 0,749 0,795 0,828 0,853 0,872 0,885 
º·ºº 0,326 0,416 0,461 0,491 º· 514 0,531 
0,04 0,465 0,526 0,576 0,620 0,656 0,685 
0,75 o.os 0,529 0,580 0,625 0,666 0,704 0,736 
0,12 0,567 0,614 0,654 0,692 0,727 0,759 
0,16 0,586 0,630 0,668 0,703 0,736 0,765 
0,20 0,594 0,637 0,673 0,706 0,736 0,764 
º·ºº 0,249 0,319 O, 355 0,380 0,398 0,413 
0,04 0,359 0,408 0,449 0,485 º· 516 0,543 
1 ·º 0,08 0,412 0,453 0,490 0,526 º· 559 0,590 0,12 0,444 0,482 O, 51 7 0,550 0,583 0,614 
0,16 0,461 0,498 º· 531 0,562 0,593 0,623 
0,20 0,469 0,506 0,537 0,568 0,597 0,626 
º·ºº 0, 1 75 0,221 0,247 0,265 0,279 0,290 
0,04 0,242 0,276 0,304 0,329 0,351 0,370 
1 • 5 
0,08 0,281 0,309 0,335 0,360 0,384 0,406 
0,12 0,302 0,329 0,353 0,377 0,400 0,423 
0,16 0,314 0,340 0,363 0,386 0,409 0,431 
0.20 0,321 0,346 0,369 0,391 0,413 0,435 
º·ºº 0,140 0,173 0,194 0,209 0,221 0,230 
0,04 0,188 0,212 0,233 0,253 0,270 0,285 
2,0 0,08 0,214 0,235 O, 255 0,273 0,291 0,308 
0,12 0,229 0,249 0,268 0,286 0,304 0,321 
0, 16 0,239 0,258 0,276 0,294 º· 311 0,328 
0,20 0,244 0,262 0,280 0,297 0,314 0,331 
Tabela III.ô - Largura e~etiva de lajes com bordos 
longitudinais continues CB /B) .. 
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CAPITULO IV 
OBTENÇÃO DE LARGURAS EFETIVAS DE LAJES SEM VIGAMENTO POR 
MEIO DO ~TODO DOS ELEMENTOS FINITOS 
IV. 1 Formulação da Largura Ef'etiva de Lajes sem 
vigamento em prédios lateralmente carregados 
Uma f'orma de encontrar a porção da laje da 
f'igura I.14c que trabalha como uma viga é igualar as 
rotaç5es causadas por um momento aplicado no centro da 
laje e no centro de uma viga que contenha um segmento 
inf'initamente rigido no meio do ~o da mesma, simulando a 
coluna rigida, e que possua uma altura igual a espessura 
da laje, como na f'igura IV.1a. 
Para obter-se uma expressão para a def'ormação da 
viga considerada, utilizou-se o método do diagrama de 
momentos f'letores. Nesse método, a f'lecha e a declividade 
em um ponto qualquer de uma viga são encontradas através 
de deter mi nadas propriedades geométricas da linha 
elâstica. Inicialmente, obtém-se o diagrama que representa 
a variação da grandeza M/EI ao longo do comprimento da 
viga, ou seja, divide-se o diagrama de momentos f'letores 
pela rigidez f'lexional EI. Esses dois diagramas estilo 
mostrados, para o caso particular da viga da f'igura IV.1a, 
nas f'iguras IV.1b e IV.1c. A partir dai sllo calculadas 
determinadas âreas desse novo diagrama e também os 
momentos estâti cos das mesmas. O motivo da escolha deste 
método é que ele é de certo modo prâtico para vigas de 
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X : ~4 L mrrmr B e D 
1 






( c l 
(d) 
Fig. IV. l - Idealização da viga para o cálculo largura 
efetiva da laje. 
Na rigura IV.1d está representada a derormada da 
viga, bem como o desvio tangencial do ponto E em relação 
ao ponto A. Essa di stãnci a é designada por t e é o 
E/A 
momento estático, em relaç~o a um eixo vertical que passa 




""""E,....,.!~ dx CIV.1) 
Onde CM/EI) dx repres:ent.a um element.o de área 
s:ob o diagrama de CM/EI) e onde x C M/EI) dx é o moment.o • 
es:t.át.ico de cada element.o de área em relação ao eixo 







M' l Cl -c ) . . .. 
6 
+ 
M'c(l-c) • • • 
12 
M'Cl -c ) 2 .. . 
12 
e :fácil not.ar, por proporção de t.riângulos:, que 
M 
o 
[ 1 - :: l Ent.ão, :fazendo g = [ 1 - :: ] 2:EI 
M 1
2 M 1 c M 1
2 
t. 
o • 2 o ... 2 o .. 9 = g .. g g E/A 12EI 24EI 24EI 
M 1 
[ ] t. o .. 2 1 + c /2 - 1 /2 + c /2 = g E/A 12EI • • • • 
M 1 
[ 1 
c )2 [ 
1 
] t. o .. • • CIV. 2) = - -1- -2- + c E/A 12EI • • 
Uma vez que s:e t.em o valor do desvio t.angencial 
o próximo pas:s:o é achar a declividade no pont.o 
médio da viga. 
Seja e o 
D/A 
ângulo :formado pelas: t.angent.es: à 
linha el ás:t.i ca em A e B, e e a decl 1 vi dade no pont.o A, 
A 
66 
t.em-se [ 14 J 
e = fxª __ M __ 




Dest.a f'orma, e é a área sob o diagrama de 
B/A 
CM/E!) ent.re A e B. Part.indo-se da hipót.ese que a viga 
sof're pequenas def'ormaç~es, pode-se considerar a seguint.e 










not.ar que as 
declividades nos pont.os B e C possuem o mesmo valor devido 
a rigidez inf'init.a na região da coluna. 
t.em-se 
e = e = e + e 
B C A 8/A 
Assim e = e 
B e' 
CIV. 5) 
Subst.i t.ui ndo as equaç~es CIV. 3) e CIV. 4) em 










(1 - c ) 
+ o • • • CIV. 6) -z EI - -1- 2 • 















Essa f'6rmula é a mesma para vigas de seção 






Substituindo-se em CIV.7) a expressão do momento 
de inércia para uma viga com base b e altura h, igual à .. 
espessura da laje, e tirando-se o valor de b, tem-se: .. 
M 1 






Fazendo-se com que o valor de e seja o mesmo do 
e 
ângulo central da laje da f'igura I.14c causado pelo mesmo 
momento M , 
o 
laje. 
b torna-se a .. largura ef'eti va da ref'erida 
IV.2 - Tipo do Elemento Utilizado na Anâlise e Metodologia 
Na f'6rmula CIV.8), apresentada no item anterior, 
a obtenção da declividade e para um determinado momento 
e 
f'letor M se torna essencial. Nesse trabalho f'oi utilizado 
o 
um elemento padrão retangular de placa com 12 graus de 
liberdade, com diversas malhas em elementos f'initos para 
dif'erentes conf'iguraç5es de lajes. 
Todos os resultados apresentados neste capitulo 
são baseados no comportamento elâstico linear e o material 
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das lajes é suposto isotrópico. Foram discretizados 
diversos quadrantes de el ementes ti picos de painéis com 
raze5es entre os lados variando num intervalo de 0,6 a 2, 








apresentadas pela maioria dos pesquisadores [3,6,6,7], ou 
seja, considerando os bordos paralelos ao vetor 
representativo do momento atuante, simplesmente apoiados, 
enquanto que os outros dois possuem restriç5es à rotação 
em torno da direção que os contém, ao longo dos mesmos. 
As diversas malhas utilizadas para as sete 
configuraçeíes de lajes slà'.o apresentadas na figura IV. 2a 
à IV.3g. A escolha dessas malhas foi feita a partir de um 
estudo de convergência utilizando-se nlà'.o só malhas 
inferiores e superiores, mas também o. número de elementos 
foi escolhido de forma que apenas uma malha fosse gerada 
para cada configuração de laje, enquanto que as dimenseíes 
da coluna variavam. Observando-se as diversas malhas, a 
que apresenta maior diferença entre as dimense!es de cada 
elemento é a da figura IV.2a, cuja a proporçlà'.o é 1/14,24. 
No entanto, teve-se garantia de bons resultados pois essa 
mesma malha foi mais subdividida chegando-se a proporçlil'.o 
de 1/'7,12 com diferença de resultados de larguras efetivas 
em t.orno 0,.5%. 
Para simular uma coluna rigida foi utilizada uma 
? rigidez na regilà'.o de contato igual a 10 vezes a rigidez 
da laje. Um momento unitârio foi aplicado no ponto 
relativo ao centro da coluna e a declividade obtida 
pelo PROGRAMA SUPERSAP que faz uso do método dos elementos 
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-f'init..os, é igual, para o caso em est.udo, a 48 , uma vez 
e 





dos valores obtidos 
larguras efetivas 
para e foram 
e 
para vá.rias 
configuraçôes de lajes. Vale salientar que isso foi feito 
supondo que a presença da coluna faça com que a laje seja 
considerada infinitamente rigida à flexão, na região de 
conexão, e ocorra uma deformação elâ.stica da placa na 
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Conexão da laje 
com a coluna 
(b) 
( c ) 
Fig. IV. 3 - Rotação de corpo rígida na conexao 
da coluna com a laje. 
IV.3 - Resultados e Conclusões 
Inicialmente, roram obtidos através do programa 
de análise estrutural CSUPERSAP) que utiliza o método dos 
elementos rinitos, diversos valores de e e, 
e 
conseqüentemente, também valores de larguras eretivas de 
73 
lajes para lajes com razões entre os lados iguais a 1 e 2. 
Foram calculados 100 valores para cada laje com c /1 
t t 
e 
c /l variando de 0,02 a 0,20, onde c e c são as 
2 :l :l 2 
dimensões da coluna nas direções perpendicular e paralela 






represent,at,i vo do moment.o, 
vão da laje na direção 
perpendicular à direção deste mesmo vetor. Esses valores 
de larguras ef'eti vas são apresent,ados nas t,abelas IV.1 e 
IV.2. 
Como indicado nessas tabelas, o valor do 
coef'iciente de Poisson Cv) considerado f'oi 0,16. Porém, 
uma vez que a rigidez à f'lexão da laje, incluída no 
cálculo de e , é igual a 
e 2 12(1-v ) 
pode-se f'aci 1 mente 
encontrar os valores contidos nessas tabelas para qualquer 
valor de v, multiplicando-se os valores de larguras 





onde v = 0,16 e v é o novo valor do coef'icient,e de 
q 
Poisson que se quer considerar. Supondo, por exemplo, que 
se queira encontrar o valor da largura ef'et,iva de um 










valem 0,16 e 0,06, respectivament,e. 
Para este caso, então, r = 1,018 e o novo valor para b /l 
.. 2 
é 0,622. Valores como estes f'oram verif'icados também 
através do programa de análise est,rut,ural. Como a maioria 
dos trabalhos ant,eriorment,e expostos utilizaram valores 
para L> igual a 0,16, por conveniência, tomou-se, t,ambém, 
este valor para o cálculo das larguras ef'et,ivas de lajes 
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apresentadas para que se tornasse passive! um estudo 
comparativo. 
A partir dos valores apresentados nas tabelas 
IV.1 e IV. 2 f'oram construidos os gráf'icos mostrados na 
f'igura IV. 4a à IV.4h. Observando-se os gráf'icos 
apresentados na f'igura IV.4a à IV.4d, em que os valores de 
e /1 
2 • 
variam. enquanto que os de c /1 • • permanecem 
constantes pode-se considerar que os valores de b /l 
.. 2 
variam linearmente tanto para os valores de 1 /l = 1 como 
• 2 
para 1 /l = 2. Por outro lado, essa consideração não se 
• 2 
verif'ica quando os valores de 
e /l mantém-se constante. 
2 • 
c /1 • • variam, enquanto 
Apesar dessa consideração, as tabelas IV. 3 e 
IV.4 apresentam valores provenientes de interpolação 
linear a partir da f'ixação dos quatro valores ext.remos da 
tabela destacados, e também o erro relativo entre o valor 
encontrado através do método dos elementos f'initos e o 
interpolado. Esse erro não é superior a 10,12% para o caso 
de uma laje quadrada e a 9,75% para o caso em que a razão 
entre os lados é 2. Esses erros ainda podem ser 
considerados razoáveis, pois a maioria dos pesquisadores 
[3,4,5,6,7] admitem que um erro em torno desses valores é 
uma boa aproximação. 
1 e /1 e 2 1 
~ 1 
-1- -1-
0,020 0,040 0,060 0,080 0,100 0,120 0,140 0,160 0,180 0,200 2 ~ 
0,020 0,332 0,361 0,387 0,411 0,434 0,466 0,478 0,499 0,620 0,640 
0,040 0,374 0,399 0,423 O, 446 0,467 0,489 0,610 0,630 0,660 0,670 
0,060 0,403 0,427 O, 449 º· 471 0,492 0,612 0,633 0,663 0,672 0,692 
0,080 0,426 0,448 0,469 0,490 0,611 0,631 0,660 0,670 0,689 0,609 
0,100 0,443 0,464 0,486 0,606 0,626 0,646 0,664 0,684 0,603 0,622 
1 
0,120 0,466 0,477 0,497 0,617 0,636 0,666 0,676 0,694 0,613 0,632 
O, 140 0,466 0,486 0,606 0,626 0,646 0,664 0,683 0,602 0,621 0,639 
0,160 0,474 0,493 0,613 0,632 0,662 0,670 0,689 0,608 0,626 0,646 
0,180 0,479 0,499 0,618 0,637 0,666 0,676 0,693 0,612 0,630 0,649 
0,200 0,483 0,602 0,621 0,640 0,669 0,677 0,696 0,614 0,633 0,661 
Tabela IV.1 - Valores de b /1 para lajes com bordos continuos 
" 2 
( V = 0, 16 ) 
l 
e /l e 2 • • • -1- -1-
0,020 0,040 0,060 0,080 0,100 0,120 0,140 0,160 0,180 0,200 2 • 
0,020 0,591 0,636 0,675 0,710 0,743 0,773 0,802 0,828 0,853 0,876 
0,040 0,652 0,689 0,723 0,755 0,784 0,811 0,836 0,860 0,882 0,902 
0,060 0,691 0,724 0,755 0,784 0,810 0,835 0,858 0,879 0,899 0,917 
0,080 0,718 0,749 0,777 0,803 0,828 0,851 0,872 0,892 0,910 0,926 
0,100 0,737 0,765 0,792 0,817 0,840 0,861 0,881 0,899 0,916 0,932 
2 
0.120 0,750 0,777 0,802 0,825 0,847 0,867 0,886 0,904 0,919 0,934 
0,140 0,758 0,784 0,808 0,830 0,851 0,871 0,889 0,905 0,921 0,935 
0,160 0,763 0,788 0,811 0,833 0,853 0,872 0,889 0,905 0,920 0,934 
0,180 0,765 0,789 0,812 0,833 0,853 0,871 0,888 0,904 0,919 0,932 
0,200 0,765 0,789 0,811 0,832 0,851 0,870 0,886 0,902 0,917 0,930 
Tabela IV.2 - Valores de b /l para lajes com bordos con~inuos 
.. 2 
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' ' ' ' ' ' 0.08 0.1 0.12 
C2/L1 
<) 
e e • 0,06 • l = l • • 
Figura IV_ 4a 
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i 0,06 i 0,08 r = r = 
i • 
Figura IV.4c 









































L 1/L2 - 1 








X • 0.52 - • <> X <> • <> 0.5 - <> + X • + <> + 0.48 - + o • • o X + o 0.46 o 
< • 0,44 - A <> + o .D. + o 
0.<-2 <> 




0 . .34 -
1 
0.32 
' ' ' ' 0.02 0.04 0.06 0.08 o., 0.12 0.14 0.16 0.18 o., 
C1/l1 
D + () t,. X 
e e e e e 




1 = 0,02 1 = 1 = 1 = 1 = 
i i i i i 
Figura IV. 4e 
L 1/L2 - 1 





0.64 .. X 
0.6.3 - X A ,. 
O.b2 X ,. 
O.b1 - X 
A 
<> <> 
O.b - • Q 
0.59 - X ,. <> + ·> 
0.58 -- • + 
• + D 0.57 - X Q o 
~ 0.56 - + o 
' <> o o 0.55 - A + ~ o 
0.54..,. 
0.53 <> + o 
0.52-, 
0.51 - + o 
0.5 ~ 
0.49 - o 
0..4~ -
o . ..;.7 -
0.46-: 
0..45 
' ' ' ' 
0.02 0.0-4 0.06 0.0B º·' 0.12 0.14 0.16 o.rn O.:d: 
c1/L1 
a + () ô. X. 
e e e e e 
2 0,12 2 0, 14 
2 0,16 2 0,18 2 0,20 l = l = l = l = l = 
i i i i i 
Figura IV. 4f 
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L 1/L2 - 2 




0.84 - X 
X A A A A 0.82 - A 
X 
" " " ' 0.8 - A " " + + X A + 0.78 -
" + 




0.74 - o 










' ' ' ' ' ' ' ' ' Q.,)2 0.04 0.06 O.OB 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2 
C1/Li 
o + <> 6. X 
e e e e e 
z 0,02 z 0,04 z o.oo z 0,08 z 0,10 r = r = r = r = r = 
1 1 1 1 1 
Figura IV.4g 
L 1/L2 - 2 
CZ/Ll "" Cte 
O.Q4 
O.Q3 X 
X X X X 
X 
o.n 
X A A 
A A A 
0.9í A 
X " o " " 0.9 A " 
:J.89 " + + + + 
J.88 A " + 
0.87 + D o o o 










0:77 . ' ' ' ' ' a.02 0.04 0.06 o.os o., 0.12 0.1-4 0.16 0.18 0.2 
C1/Li 
[l + ô A X 
e e e e e z 0,12 z 0,14 z 0,16 z 0,18 z 0,20 r = r = r = r = r = 

















Erro rela.li vo (") 
e 
Va. lo r i.nlorpola.do 2 i 
0,020 0,040 0,060 0,080 0,100 0,120 0,140 0,160 0,180 0,200 
-- -1,66 -2,33 -2,43 -2,30 -1,75 -1,46 -1,00 -0,58 --
0,332 0,355 0,378 0,401 0,424 0,448 0,471 0,494 0,517 0,540 
·t5. oc -6,77 -6,86 -6,50 -6,00 -5,52 -5,10 -4,34 -3,82 -~.10 
0,349 0,372 0,394 0,417 0,439 0,462 0,484 0,507 0,529 0,552 
-9,18 -9,13 -8,69 -8,28 -7.72 -6,84 -6,38 -5,79 -5,07 -4,56 
0,366 0,388 0,410 0,432 0,454 0,477 0,499 0,521 0,543 0,565 
-10.12 -9,82 -9,38 -8,78 -8,22 -7,72 -6,91 -6,32 -5,77 -5,25 
0,382 0,404 0,425 0,447 0,469 0,490 0,512 0,534 0,555 0,577 
-9,93 -9,48 -9,07 -8,51 -8,00 -7,34 -6,74 -6,34 -5,80 -5,31 
0,399 0,420 0,441 0,462 0,483 0,505 0,526 0,547 0,568 0,589 
-8,77 -8,39 8,05 7,:::,4 6,90 6,65 -o,09 5,56 -5,22 4,·n::, 
0,416 0,437 0,457 0,478 0,499 0,519 0,540 0,561 0,581 0,602 
-7,03 -6,79 -6,52 -6,27 -5,87 -5,32 -4,97 -4,65 -4,35 -3,91 
0,433 0,453 0,473 0,493 0,513 0,534 0,554 0,574 0,594 0,614 
-5,27 -4,87 -4,87 -4,51 -4,35 -4,04 -3,74 -3,45 -3,19 -2,95 
0,449 0,469 0,488 0,508 0,528 0,547 0,567 0,587 0,606 0,626 
-2,71 -2,81 -2,70 -2,42 -2,34 -2,26 -2,02 -1,80 -1,59 -1,54 
0,466 0,485 0,504 0,524 0,543 0,562 0,581 0,601 0,620 0,639 
-- -- -0,19 -0,19 -0,18 -0,17 -0,17 -- -0,16 --
0,483 0,502 0,520 0,539 0,558 0,576 0,595 0,614 0,632 0,651 
Tabela IV.3 - Valores de b /l interpolados, l /l = 1 
e 2 t 2 
e v = 0,15 ) 
(D .... 
/ 1 
Erro rela.tivo ( "' ) e 
va.lor i.nlorpola.do e 2 :l 
:l 
-1-
0,020 0,040 0,060 0,080 0,100 0,120 0,140 0,160 0,180 0,200 :l 
0,020 -- -2,04 -3,11 -3,38 -3,36 -3,10 -2,62 -1 ,81 -1,06 --0,591 0,623 0,654 0,686 0,718 0,749 º· 781 0,813 0,844 0,876 
0,040 
-.., , 44 7, 11 -7,33 7,15 6,76 6,17 5,38 -4,42 3,40 -e: • c::c:: 
0,610 0,640 0,670 0,701 º· 731 º· 761 º· 791 0,822 0,862 0,882 
0,060 -8,83 -8,98 -9,01 -8,67 -8,02 -7,43 -6,63 -6,46 -4,46 -3,16 0,630 0,669 0,687 0,716 0,746 0,773 0,802 0,831 0,869 0,888 
0,080 
-9,61 -9,75 -9,52 -8,97 -8,45 -7,76 -6,88 -5,83 -4,73 -3,46 
0,649 0,676 0,703 0,731 0,758 0,786 0,812 0,840 0,867 0,894 
0.100 
-9,36 -9,28 -9,09 -8,81 -8,21 -7,43 -6,58 -5,67 -4,69 -3,43 
0,668 0,694 0,720 0,745 O, 771 0,797 0,823 0,848 0,874 0,900 
0,120 -8,27 -8,37 -8,23 -7,76 -7,32 
-6,69 -6,98 -6,09 -4,03 -3,00 
0,688 0,712 0,736 0,761 0,786 0,809 0,833 0,858 0,882 0,906 
0,140 -6,73 -6,89 -6,81 -6,63 -6,23 -6,74 -5,06 -4,31 -3,47 -2,46 0,707 0,730 0,763 0,776 0,798 0,821 0,844 0,866 0,889 0,912 
0,160 -4,86 -6,20 -5,18 -6,16 -4,92 -4,47 -3,94 -3,31 -2,60 -1, 71 0,726 0,747 0,769 0,790 0,811 0,833 0,864 0,876 0,897 0,918 
0,180 -2,48 -2,92 -3,20 -3,36 -3,28 -2,99 -2,69 -2,21 -1,63 -0,86 0,746 0,766 0,786 0,806 0,826 0,846 0,865 0,884 0,904 0,924 
0,200 -- -0,76 -1, 11 -1,44 -1 ,63 -1,49 -1,24 -1,00 -0,65 --
0,766 0,783 0,802 0,820 0,838 0,867 0,876 0,893 0,912 0,930 
Tabela IV.4 - Valores de b /1 interpolados, 1 /l = 2 
e 2 t 2 
e v = 0,16 ) 
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Levando-se em conta que existe uma variação 
linear para os valores de larguras eCetivas, quando c /1 
2 i 
varia e c /l mantém-se constante, e que a interpolação 
i i 
linear para o caso contrário, em que c /l varia e c /l 
L I Z 1 
mantém-se constante, é uma boa aproximação em intervalos 
menores, ou seja, Cixando-se um número maior de valores de 
larguras eCetivas para este caso, Coram construidas as 
tabelas IV.S a IV.9, onde aparecem 15 valores de larguras 
eCetivas para cada uma das conCiguraçeíes de lajes 
consideradas. Qualquer outro valor desejado deve ser 
obtido através de interpolação ou exlrapolaçã'.o linear. 
Vale salientar que Cazendo-se o mesmo com os valores das 
tabelas IV.1 e IV.2, o maior erro relativo não ultrapassou 
1,52% para ambos os casos.Isso sem levar em conta que 26 
valores além dos Cixados não apresentaram erro para o caso 
de laje quadrada, como mostram as tabelas IV.10 e IV.11, o 
que demonstra ser este um procedimento eCiciente. Pode-se 
notar, ainda, que os valores da coluna do meio das tabelas 
IV. S a IV. 9 são aproximadamente a média aritmética entre 
os valores exlremos. o que mais uma vez supeíe a 
linearidade considerada. 
Observando-se uma vez mais os valores 
apresaentadosa nas tabelas, IV.1 "' IV. 2 e os diagramas das 
Ciguras IV. 4a a IV. 4h, pode-se concluir que a largura 
eCeti va de 1 aj e depende, principal mente, da dimensão da 
coluna na direção do vetor representantQ do momento 
atuante e da razão entre os lados. Depois, um pouco menos, 
da outra dimensão da coluna. 
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l c c /1 • ~ z • -1- -r;- 0,040 0,100 0,160 z 
0,020 0,183 0,221 0,255 
0,060 0,217 0,251 0,283 
0,50 0,100 0,237 0,269 0,300 
0,140 0,249 0,280 0,311 
0,180 0,256 0,286 0,317 
Tabela IV.5 - Valores de b /l para lajes 
" 2 
com bordos continues C v = 0,15) 
l e c /l • • 2 • -1-- -r;- 0,040 0,100 0,160 2 
0,020 0,246 0,297 0,344 
0,060 0,293 0,339 0,383 
0,67 0,100 0,320 0,364 0,407 
0,140 0,336 0,379 0,421 
0,180 0,346 0,388 0,430 
Tabela IV.6 - Valores de b /l para lajes 
" z 
com bordos continues C v = 0,15) 
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l c c /l .. • 2 • -1-
~ 0,040 0,100 0,160 2 
0,020 0,275 0,333 0,384 
0,060 0,328 0,379 0,428 
0,75 0,100 0,367 0,406 0,454 
0,140 0,376 0,423 0,470 
0,180 0,386 0,432 0,479 
Tabela IV.7 - Valores de b /l para lajes .. .. 
com bordos continues C v = 0,15) 
l c c /l .. .. z 1 
-1--
~ 0,040 0,100 0,160 z 
0,020 0,468 0,559 0,637 
0,060 0,548 0,627 0,698 
1,33 0,100 0,592 0,664 0,731 
0,140 0,616 0,686 0,748 
0,180 0,629 0,695 0,756 
Tabela IV.8 - Valores de b /l para lajes 
.. 1 
com bordos continues C v = 0,15) 
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1 e e ,"l .. .. 2 .. 
-1-
~ 0,04.0 0,100 0,160 2 
º·ºªº 0,515 0,613 0,696 
0,060 0,601 0,683 0,756 
1,50 0.100 0,64.5 0,720 0,787 
O, 14.0 0,669 0,739 o.soa 
0,180 0,681 0,74.7 0,807 
Tabela IV.9 - Valores de b ,"l para lajes 
.. t 
com bordos con~inuos C v = 0,15) 
/ l Erro rola.l i.vo 
( .. ) 
e 
Va.l o r interpola.do e 2 t 
t 
-1-
0,020 0,040 0,060 0,080 0,100 0,120 0,140 0,160 0,180 0,200 t 
0,020 1 ,51 -- -0,52 -0,24 -- -- -0,21 -- 0,19 0,37 0,337 0,361 0,385 0,410 0,434 0,456 0,477 0,499 0,521 0,542 
0,040 -0,80 
-1 ,e::::, -1 ,42 -1,35 -u • t:SO -1,02 0,98 -u. /O -0,55 -0,35 
0,371 0,394 0,417 0,440 0,463 0,484 0,505 0,526 0,547 0,568 
0,060 0,50 -- -- -0,21 -- -- -- -- 0,17 0,34 0,405 0,427 0,449 0,470 0,492 0,512 0,533 0,553 0,573 0,594 
0,080 -- -0,4.0 -0,43 -0,41 -u t ~1:1 -0,38 -0,18 -u,11:l -- --0,425 0,446 0,467 0,488 0,509 0,529 0,549 0,569 0,589 0,609 
0,100 0,23 -- -0,21 -- -- -- -- -- 0,17 0,16 0,444 0,464 0,484 0,505 0,525 0,545 0,564 0,584 0,604 0,623 
0,120 -0,22 -o. 4.C: -0,40 -0,39 -u, li. -0,36 -u,17 -u, 1 t -0,10 --0,455 0,475 0,495 0,515 0,535 0,554 0,574 0,593 0,612 0,632 
0,140 -- -- -- -0,19 -- -- -- -- -- 0,16 0,466 0,486 0,506 0,525 0,545 0,564 0,583 0,602 0,621 0,640 
0,160 -- -- -0,19 -- -u, -11:l -- -0,17 -u, 10 -- -0,16 0,474 0,493 0,512 0,532 0,551 0,570 0,588 0,607 0,626 0,644 
0,180 0,21 -- -- -- -- -- -- -- 0,16 --
0,480 0,499 0,518 0,537 0,556 0,575 0,593 0,612 0,631 0,649 
0,200 0,83 U, l:lU 0,77 0,56 u. ::;4. 0,52 0,50 u. '*"' 0,32 0,46 
0,487 0,506 0,525 0,543 0,562 0,580 0,599 0,617 0,635 0,664 
Tabela IV.10 - Valores de b /l in~erpolados, l /l = 1 
o 2 :l 2 
e v = 0,16 ) 
/ 1 
Erro rola.livo < M l e 
interpola.do e 2 • Vo..l or • -1-
0,020 0,040 0,060 0,080 0,100 0,120 0,140 0,160 0,180 0.200 • 
0,020 1,52 -- -0,44 -0,42 -- -0,26 -0,25 -- 0,35 1,03 0,600 0,636 0,672 0,707 0,743 º· 771 0,800 0,828 0,856 0,885 
0,040 -0,61 -1 • ,:IJ. -1,62 -1. 32 -u. "'"' 0,99 -0,96 
-u, ,u -0,23 -0,33 
0,648 0,680 0,712 0,745 0,777 0,803 0,828 0,864 0,880 0,905 
0,060 0,58 -- -0,26 -0,38 -- -0,24 -0,23 -- 0,33 0,87 0,695 0,724 0,763 º· 781 0,810 0,833 0,866 0,879 0,902 0,925 
0,080 -- ·u • º"' 0,64 0,62 ·U • .:,o -0,59 -0,46 u. "'"' -- 0,65 0,718 0,746 0,772 0,798 0,825 0,846 0,868 0,889 0,910 0,932 
0,100 0,41 -- -0,25 -0,24 -- -0,12 -0,23 -- 0,33 0,64 0,740 0,766 0,790 0,815 0,840 0,860 0,879 0,899 0,919 0,938 
0,120 
0, 13 -u. c:o -0,37 -0,36 -u.]. e: -0,23 -0,34 -o. c:c: 0,22 0,64 
0,751 0,776 0,799 0,822 0,846 0,866 0,883 0,902 0,921 0,939 
0,140 0,53 -- -0,2o -0,12 -- -0,23 -0,22 -- 0,22 0,64 0,762 0,784 0,806 0,829 0,861 0,869 0,887 0,905 0,923 0,941 
0,160 0,26 
-u,1.:, 0,26 -0,36 -u.1.r:::::; -0,23 -0,22 -- -0,33 -0,64 
0,766 0,787 0,809 0,830 0,862 0,870 0,887 0,906 0,923 0,940 
0,180 0,39 -- -0,26 -0,12 -- -0,11 -0,11 -- 0,22 0,64 0,768 0,789 0,810 0,832 0,863 0,870 0,887 0,904 0,921 0,938 
0,200 0,78 u. "'"' 0,26 0,12 u, ""'-' 0, 11 0, 11 v, r::.r::. 0,44 0,76 0,771 0,792 0,813 0,833 0,864 0,871 0,887 0,904 0,921 0,937 
Tabela IV.11 - Valores de b /l in~erpolados, 1 /1 = 2 
a 2 i 2 
( V = 0,16 ) 
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CAP!TULO V 
CONCLUSaES FINAIS E SUGEsrOEs PARA TRABALHOS PosrERIORES 
V.1 - Conclusões Finais 
Valores para a largura e:fetiva de lajes :foram 
obtidos através do método dos elementos :finitos e algumas 
tabelas construidas com o intuito de proporcionar um 
acesso rápido para o caso tipico de um painel interno de 
lajes sem vigamento. Alguns métodos :foram também estudados 
e reproduzidos valores obtidos através deles. 
As :figuras V.la e V.lb mostram larguras e:fetivas 
de um painel interno de lajes com colunas quadradas de 
:forma que uma comparação :foi possível. 
Os valores 




[ 3] :foram 
método 
obtidos 
principalmente por meio de análise experimental. De todos 
os aqui estudados este é o trabalho mais antigo e as 
técnicas empregadas em ambos os estudos experimental e 
teórico :foram relativamente simples, apresentando pouca 
precisão. Por conseqüência não constam nas :figuras V. ia e 
V.1b. Ao se comparar os valores obtidos na re:feréncia [3] 
com os obtidos através do método dos elementos :finitos, do 
presente trabalho, chega-se à conclusão que a largura 
e:fetiva em [3] :foi subestimada com erro relativo superior 
a 29% para alguns casos. 
Ao observar-se as :figuras V.1a e V. 2a nota-se 
que, de :forma geral, a largura e:fetiva cresce quando a 
90 
relativa da coluna Cc /l) aumenta. Entretanto, os valores 
1 1 
divergem com diferenças consideráveis entre os métodos. 
FRASER [4] apresenta valores da largura efetiva 
desprezando a influência da razão c /l. Este procedimento 
1 1 
parece razoável no caso em que l /l 
1 2 
= 1 e a coluna é 
quadrada. Porém, já se percebe uma discrepância maior 
quando se compara com valores obtidos no presente trabalho 
para altos valores de c /l (figura V. la). 
1 1 
O mesmo não 
ocorre quando l /l = 2, onde essa discrepância se torna 
1 2 
bem maior para todos os valores encontrados (figura V.1b), 
isso sem levar em conta que o autor [4] considera um 
um módulo de Poisson nulo em suas análises. 
Os resultados apresentados por PECKNOLD C5l 
foram deduzidos considerando-se a área de conexão da laje 
com a viga equi val ent.e nula, e. por sua vez, s:ão bem 
maiores que os apresentados nas tabelas IV.1, IV.2 e IV.5 
a IV.9. PECKNOLD [5] concluiu que variando-se a largura da 
coluna de 1/2 a 2 vezes a outra dimensão, a largura 
efetiva da laje varia menos de 2%. Todavia esta 
porcentagem é em muito inferior a encontrada através dos 
resultados aqui obtidos por meio de elementos finitos. 
Como PECKNOLD [ 5] • ALLEN e DARVALL [ 6] 
apresentam valores que superestimam a largura efetiva 
quando é feita a mesma comparação. As larguras efetivas de 
laje obtidas por ALLEN e DARVALL [6J mostram que a largura 
efetiva depende principalmente da razão c /l e menos da 
1 1 
razão c /l , o que não parece lógico do ponto de vista 
2 1 
fisico, uma vez que aumentando-se a largura relativa da 
coluna Cc /l ) , aumenta-se a rigidez da laje à flexão. 
2 1 
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Além disto, por meio dos elementos f'initos chegou-se neste 
trabalho à conclusão oposta. 
As larguras ef'etivas encontradas utilizando-se 
elementos f'initos parecem concordar melhor com os valores 
apresentados por WONG e COULL [7], onde o maior erro 
relativo não ultrapassou 5,1% para os casos em que as 
dimens5es da coluna em relação ao vão longitudinal da laje 
c /l são consideravelmente grandes, para lajes quadradas 
1 1 
e retangulares, com 1 /1 igual a 2. 
1 2 
V.2 - Sugestaes 
Uma sugestão interessante e necessária para que 
se possa avaliar melhor a precisão dos valores obtidos 
neste trabalho é uma análise experimental do comportamento 
estrutural das lajes sem vigamento sujeitas a carregamento 
1 ateral. 
Muitos outros estudos seriam de grande valor 
como o da inf'luência, na largura ef'etiva da laje, da 
presença de uma caixa de elevador ou de vigas ao redor do 
pavimento. A determinação de larguras ef'etivas de lajes 
para pórticos externos também é uma sugestão. 
Por f'im, vale salientar que os valores" obtidos 
nas tabelas IV.1, IV.2 e IV.5 a IV.9 podem ser muito úteis 
aos escritórios de projeto, uma vez que proporcionam um 
rápido acesso a valores de larguras ef'etivas de lajes, 
para um intervalo grande de conf'iguraçaes de lajes, com 
uma boa precisão. 
N _., 
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Figura V.1 - Comparação de valores de larguras e~etivas 
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